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Seccién 1

Lenguaje y razonamiento matematicos

Logica de proposiciones
Proposicion: enunciado que puede ser verdadero o falso

Variable proposicional: p, g, 1, s, t, ...

Valor de verdad de una proposicion: VERDADERO: V, T, T, 1 FALSO: F, 1,0

Tabla de verdad:

ESEECIRS

Conectores:
- Simbolos para representar conexiones légicas entre proposiciones

« Forman proposiciones compuestas
- Operan entre proposiciones (operaciones logicas)



Conectores (un argumento): NEGACION ()

P -p
\Y F
F V

Conectores (dos argumentos): CONJUNCION ( A ), DISYUNCION ( v ), DISYUNCION EXCLUSIVA (v)
CONDICIONAL ( => ), BICONDICIONAL ( < )

P 9 PANq pVq pNqg p=4q P =(g
vV V Vv Vv F Vv Vv
vV F F Vv 4 F F
F V F Vv V Vv F
F F F F F Vv Vv

Conjuncién: p Y g, p AND ¢
Disyuncién: p O ¢, p OR ¢
Disyuncidn exclusiva: O p O ¢, p XOR ¢

Condicional: Implicacidn material (antecedente: p, consecuente: ¢ ; cond. necesaria g, cond. suficiente: p)

- inversadep = ¢ -p = g
» Reciprocadep = ¢ g = p
- Contrarreciprocadep = ¢: -~q = -p

Bicondicional: Equivalencia ( p, g cond. necesaria y suficiente)
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El valor de verdad de cualquier expresion con 2 variables proposicionales es una de estas columnas
Asii fi=pAq f[,=pVa f=pVqa fiz=p = q [fi=p = ¢
oporejemplo: fo=-(pVvq) fu=-"(pAq fip,="p

Podemos definir otros conectores:

Operador de Peirce: f;=p | ¢ (NI p Nl g, p NOR gq)
Operador de Sheffer: fi, =plg (» INCOMPATIBLE CON ¢, p NAND g)
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Tautologia: expresion logica que es verdadera independientemente de los valores de verdad de las proposiciones que la forman
fi5 en el caso de dos variables, f,ss en el caso de tres variables

Contradiccion: expresion logica que es falsa independientemente de los valores de verdad de las proposiciones que la forman
fo en el caso de dos o tres variables

Proposicion contingente o factual: enunciado que puede ser verdadero o falso segun lo sean las proposiciones que lo forman
Ejemplos:

- Contradicciones:
*PATD
* 7(pVvp)
(p = PA(pAg)

- Tautologias:
*pV-p (ley del tercio excluso)
« a(p A-p) (ley de no contradiccion)

Las tautologias reciben el nombre de LEYES LOGICAS.

Cuando tienen forma de implicacién se denomina IMPLICACION LOGICA: no puede darse que el consecuente sea falso siendo
verdadero el antecedente.

Cuando tiene forma de bicondicional se denomina EQUIVALENCIA LOGICA: las dos proposiciones relacionadas tienen el mismo
valor de verdad



Ejemplos:

- Implicaciones légicas:

c(pA(p = q9) = ¢ (modus ponendo ponens)

*("gAN(p = q)) = p (modus tollendo tollens)

*("pA(pVQq) = ¢q (silogismo disyuntivo, modus tollendo ponens)
*(pA=(PAQ) = —q (modus ponendo tollens)

c(p = 99N (g = r)) = (p = r) (silogismo hipotético)

c(pAp) = ¢ (de una contradiccién se deduce cualquier cosa)

c(p = 9N (p = q) = ¢

- Equivalencias logicas:

c(p = q) <= (g = —p) (ley de contraposicion: equivalencia entre condicional y contrarreciproca)
*« (p) &= p (ley de involucion o doble negacién)

c(p = q¢) <= (pA—~q9) = (pA-p)) (ley de reduccion al absurdo)

cp &= (7p = (gAq)) (otra variante)

*(p = p) = vp (otra variante)

c((p = 99N (p = 1) <= (p = (@A)
c((p = 9v(r = q) <= (pAr) = q)



- Equivalencias l6gicas entre conectivas:

c(pVg <= ~(p & q) (equivalencia de la disyunciéon exclusiva)
c(p = g = (p = ggNn(g@ = p)) (equivalencia del bicondicional)

(p = q) = (p &= 9

c(p = q) <= (7pVyg (equivalencia del condicional)

c(p = q) = (~(pA-g) (equivalencia del condicional)

c(plqg = -(pvyg) (equivalencias del operador de Peirce)

(plp) = p

(il (plqg) < (pVag
((pipl@lq) < (pAg)
c((pipll(plplg) &= (p = 9

(plg) <= ~(pAg) (equivalencias del operador de Sheffer)

* (plp) = —p

((pldlple) <= (pAQ
- ((pIlpI@le) <= (pVg
* (pl@lg) = (p = q)

- Equivalencias légicas (propiedades):

*(pAp) = p (pVp) < p

c(pA(pVq) = p (pV(pAgQ) < p

*(pANg) <= (gADp) (pVqg <= (qVp)

c((pA@QAT) = (pA(@AT) (pvg@Vr) < (pV(gVr)
c(pAT) = p (pvl) = p

c(pANLl) &= 1 (pVT) = T

c(pAp) &= 1L (pV-p) <= T

c(pA(@Vr) = (pAgV(pAD) (pV@A) < (pVgaA(pVT)
* (pAg) = (7pVq) “(pVg <= ("pA-q)

(leyes de idempotencia)
(leyes de absorcion)

(leyes de conmutatividad)
(leyes de asociatividad)
(elementos neutros)
(elementos absorbentes)
(elemento complementario)
(ley de distribuitividad)
(leyes de De Morgan)



Logica de predicados (de primer orden)

Predicado: enunciado que se refiere a una propiedad de un objeto o de varios, representados por una o mas variables.

Cuando se sustituyen las variables (se “ligan”) por algun elemento de cierto conjunto o universo del discurso obtenemos una
proposicion.

Ejemplos:

P(n) [ n es un numero par]. El universo del discurso es el conjunto de los nimeros naturales o el de los enteros.
L(x,y) [ x < y]. El universo del discurso es el conjunto de los numeros reales.

Asi: P(2), P(4) son proposiciones verdaderas y P(7), P(1) son falsas. L(2,2) es verdadera y L(9,1) es falsa.
Cuantificadores: Son alusiones a algunos de los elementos del universo del discurso.

“Ligan” las variables presentes en el predicado, que dejan de ser “libres”, lo que contribuye a convertirlo en proposicién (lo sera
cuando todas sus variables estén “ligadas”).



Cuantificador universal: VvV (“para cada”, “para todo”).

Notaciones: Vx P(x) Vx, P(x) Vx||P(x) (Vx) P(x) (Universo del discurso implicito)
Vxe D,P(x) Vx,x € D,P(x) (Universo del discurso explicito)

Se verifica:

VxeD,P(x) < Vx,x€eD — P(x))
Vx € D,P(x) = P(a) (sia € D)
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Cuantificador existencial: 3 (“existe algun”, “para algun”, “al menos un”).

Notaciones: dx P(x) dx, P(x) Ax||P(x) (3x) P(x) (Universo del discurso implicito)
dx € D,P(x) 3x,x € D,P(x) (Universo del discurso explicito)

Se verifica:

dx € D,P(x) < 3dx,(x € D A P(x))
P(a) = 3dx € D, P(x) (sia € D)

Cuantificador de existencia y unicidad: 3! (“existe un Unico”, “para un y solo un”).

Orden de los cuantificadores: puede ser relevante.
Ejemplos: Vx, 3y, P(x,y) Ay, Vx, P(x,V)

(Notese que 3y, Vx, P(x,y) = Vx, 3y, P(x,y), pero no la reciproca)



Negacion de los cuantificadores:

UNIVERSAL.:
-Vx, P(x) < 3dx,7P(x) -Vx € D,P(x) < 3x € D,-P(x) (a veces se emplea Yx, P(x))

Noétese que:
“Vxe€D,P(x) = -Vx,xeD = Pkx)) < dx,n(xeD = Pkx)) < dx,(x € DAN-P(x)) < dx € D,~P(x)

(Se haempleado: -—(p = ¢q) <= (pA—q))

EXISTENCIAL:
=3x, P(x) < Vx,-P(x) -~3dx € D,P(x) < Vx € D,~P(x) (a veces se emplea Ax, P(x))

Noétese que:
~dx € D,P(x) <= ~dx,x E DA PXx)) <= Vx,n(x EDAPKx) = Vx,x €D = -Px) < VxeD,~P(x)

(Se haempleado: -(pAg)<—=p = —q)

EJEMPLOS:
-Vd,dm,Vp,L(m,p,d) < Id,~IAm,Vp,L(m,p,d) < Id,Vm,~Vp,L(m,p,d) < Id,Vm,Ip,~L(m,p,d)
-=dm,Vp,Vd,L(m,p,d) <= Vm,~Vp,Vd,L(m,p,d) <= Vm,3Ip,~Vd,L(m,p,d) <= Vm,3Ip,Ad,-L(m,p,d)

10



Razonamiento deductivo

Regla de inferencia o forma de argumentacion: Proceso por el que, a partir de un conjunto de proposiciones conocidas (premi-
sas) hipotéticamente verdaderas, se obtiene otra proposicidon verdadera (conclusion).

P1
P>
P3
Pn

q

La conclusion se deriva de las premisas, es decir que siendo estas verdaderas, la conclusion es necesariamente verdadera (no
es posible que las premisas sean verdaderas y la conclusion falsa).

Razonamiento valido: Conclusién verdadera en todos los casos en que todas las premisas sean simultaneamente verdaderas.

Razonamiento no valido o falacia: Conclusion falsa en al menos algin caso en que todas las premisas sean simultaneamente
verdaderas.

Razonamiento inconsistente: Cuando no es posible que todas las premisas sean simultaneamente verdaderas.

El razonamiento (*) es valido (o inconsistente) = PIADP,AD3A - Ap, = q es tautoldgica.
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El lenguaje matematico

Uniforme: para todos lo mismo

Univoco: sin ambigliedades

Conjunto de proposiciones verdaderas.

Proposiciones iniciales: axiomas, postulados y definiciones
Proposiciones deducidas: proposicion, lema, teorema, corolario, ...

Conjetura: proposicion que se cree cierta, pero que no se ha podido demostrar verdadera ni falsa
Ej: Conjetura de Goldbach (1742): Todo numero par mayor que 2 puede escribirse como la suma de dos niumeros primos

4=2+2 6=3+3 8=3+5 10=5+512=5+7 14 =7+7 16 =5+11 ...
(se ha comprobado computacionalmente hasta aprox. 4 - 10'®)

Demostraciones: a partir de un conjunto de proposiciones iniciales, deducimos proposiciones mas complejas, mediante reglas
de razonamiento aceptadas.

Las proposiciones a demostrar suelen ser de la forma:

A = B
A & B (A = B)A(B = A)
B A = B siendo A un conjunto de proposiciones admitidas previamente

12



Estrategias de demostracion (en muchos casos aparecen combinaciones de dos o mas de ellas):

- Hacia adelante, directa o método sintético, para demostrar A — B:
Examinamos A y buscamos una cadena de implicaciones que lleve a B
A = X, X, = X, X, = - = X, X, = B
- Hacia atras, indirecta o método analitico, para demostrar A — B:
Examinamos B y buscamos una cadena de implicaciones que lleve a B desde A
X, = B, = X, X, = -, X, = X,, A = X

- Por distincion de casos:
Cuando la proposicion se demuestra separadamente para cada caso en que pueda separarse

- Contraposicion, para demostrar A = B:
Demostramos -B = -A

- Reduccion al absurdo, para demostrarA = B (0 B):
Intentamos demostrar A A =B (0 -B) vy llegamos a una contradiccion

- Por contraejemplo, para demostrar =Vx, P(x) :
Basta encontrar algun a para el que = P(a)

« Induccion simple, para demostrar Vn € N, P(n):
Demostramos P(1) y P(k) = P(k+ 1)

« Induccion fuerte o completa, para demostrar Vn € N, P(n):
Demostramos P(1) y P(1) A --- AP(k) = Pk+1)

13



Hacia adelante:

Vn € N, Impar(n) = Impar(n?) (El cubo de todo nimero impar es impar)
1. VmneN,Impar(n) = Ik eN,n =2k +1
2. n=2k+1 = n’=Qk+ 1> =8>+ 12k> + 6k + 1 = 2(4k> + 6k*> + 3k) + 1
3. nd=204k’+6k*+3k)+1 = Impar(n?)

Vn € N, Impar(n) = Impar(n?) (El cuadrado de todo numero impar es impar)
1. VmneN,Impar(n) = Ik eN,n =2k +1
2. n=2k+1 = n?>=Qk+ 1> =4k> +4k+1=2Q2k*+2k) + 1
3. n?=20Qk*+2k)+1 = Impar(n?)

Vn € N,Par(n) = Par(n?) (El cuadrado de todo numero par es par)
1. VneN,Parn) = Ik eN,n =2k
2. n=2k = n®=2k?=4k* =202k
3. n?=202k*» = Par(n?

Hacia atras:
X+Yy

2
X+y & x+Yy
1. /xy < ey xy >0

X+Yy —
> xyZO{:)x+y—2,/xy20

2
3. xty -2y 20 2 (VO + (/)7 - 26/2)/5) 2 0
4
S

(La media geométrica de dos numeros no es mayor que su media aritmética

Vx,y ERx,y>0 = /xy <

WP+ (G = 20/06/M 20 2 (Vx = /37?20

‘v’x,yER,x,yZO:\(\/_—\/;)ZZO

14



Contraposicion (y por casos):

Vm,n € Z,Impar(nm) = Impar(n) A Impar(m) (Si mn es impar, m y n son impares)
1. =(mpar(n) A Impar(m)) = Par(n) v Par(m)
2. Parm)vParm) — Ike€eZ,n=2kvIkeZ,m=2k

3 dkeZ,n =2k = mn=2km = 2km) Par(mn)
. — mn
dkeZ,m =2k = mn = 2kn = 2(kn)
Vn e N,n>2APrimo(n) = Impar(n) (Todo numero primo mayor que 2 es impar)

1. -lmpar(n) = Par(n)
2. Parn) = FIkeN,n =2k

n=>2
3. dkeNn=2k = {n7é2/\2|n}

n=>2 n=>2 ,
4, {ngéZ/\Zln} == {—lPrimo(n)} — n =2V =Primo(n)

5. n=2v-Primo(n) = n <2V -Primo(n)

Impar(c) = ane€Z,n*+n—c=0 (La ecuacion n? + n — ¢ = 0 no tiene solucion entera para c impar)
1. AneZn’+n-c=0 = Par(n) vImpar(n)

Par(n) . dk e ”Z,n =2k
Impar(n) dkeZ,n=2k+1
{ Ik eZ.n=2k } { ¢ =n+n =42 +2%k =202k + k)
SN

— Par(c)
dkeZ,n=2k+1 c=n2+n=(4k2+4k+1)+(2k+1)=4k2+6k+2:2(2k2+3k+1)}

4. Par(c) = ~Impar(c)

Vn € N, Impar(n?) = Impar , .
{ " par(n”) P (n)} (sus contrarreciprocas fueron demostradas hacia adelante)

Vn € N, Par(n®>) = Par(n)

15



Reduccion al absurdo (y por casos):

V2¢Q (/2 es irracional)
1. V2eQ = Elp,qu,Coprimos(p,q)/\\/_:g
2. V2= P — o= p—z
q q
3. p?=2¢*> = Par(p?
4. Par(p?) = Par(p) 2|p)
5. Par(p) = FkeN,p =2k
6. p’>=2¢> = 4*=2¢> = ¢*> =2k
7. ¢>=2%k* = Par(¢?)
8. Par(¢?) = Par(g) 21q)
9. 2|pA2|qACoprimos(p,q) es UNA CONTRADICCION

El conjunto de los numeros primos no es finito
1. PRIMOS = {2,3,5,7,---, P}
2. M=2-3-5-7--P+1AM>P

3 Primo(M) (CONTRADICCION) . { }
' -Primo(M) = M= QR APrimo(Q) M=Q-R=2-3-5-7+0Q-P+1

4. ,
{Q-R:2-3-5-7---Q---P+1} — {Q-(R—2-3-5-7---P):1} — {Q|1 (CONTRADICCION)}

16



Por contraejemplo:

= (fcontinuaenx =a = fderivable enx = a)
1. Considéresef: R >R, f(x) =|x| enx =0

Por induccion simple:

Z +1
‘v’neN,Zizn(nz )
=1

+1 Z
nin+ 1) Smy= Y i=1+2+3++n
=1
2. Queremos probar que Vn € N, S(n) = F(n)
1-+1) {

1. F(n) =

3. n=1= S(H)=1AFQ1)=

_ (k+ Dk +2)
B 2

4. Flk+1)

k+1
5. S(k+1):2i:1+2+--~+k+(k+1):S(k)+(k+1)
i=1

6. Stk+1)= k(k; D ks 1) = k(k+1);2(k+1) _ (k+ Dk +2)

= F(k+1)

17



Por induccion completa:

VneN,n>1 = Primo(n) v Poducto_de_primos(n)
1. Paran =1 escierta
2. n=2 = Primo(2)

3 nekal ;\'{ Primo(k + 1) }

k+1=pgAp<k+1Ag<k+1
{k + 1 = pg A (Primo(p) v Producto_de_primos(p)) A (Primo(g) v Producto_de_primos(q))}

— {Producto_de_primos(k + 1)}

18



Seccidén 2

Algebra de Boole
Teoria de conjuntos

Conjunto: Colecciéon de objetos determinados y distintos de nuestra percepcion o nuestro pensamiento reunidos en un todo ()

Pertenencia: Dado un objeto x siempre tendremos que poder decidir si x esta o no en el conjunto C
Definimos asi el predicado x € Cy su negacion - x € C < x & C

Determinacion:

- Por extension: enumerando todos sus elementos C ={a,b,c}
No es util cuando el nUmero de elementos es muy grande o no finito

« Por intension o comprension: mediante la extensidn de un predicado C = {x|P(x)}
Dado cualquier predicado P(x) siempre tiene asociado un conjunto: el de elementos x que lo hacen verdadero

Ejemplos:
« C=1{2,4,68}={x|xeNAx<10APar(x)}

« C'={x € Z|Par(x)}
(1) Es una definicidn cuestionada porque conduce a la aparicion de paradojas.

19



Paradoja de B. Russell:

Sea X el conjunto de los conjuntos que no son elementos de si mismos: X = {x|x & x} ¢{Sera X elemento de si mismo?
- Silo fuera, X € X, pero entonces X ¢ X

- Sino lo fuera, X ¢ X, pero entonces X € X

La “paradoja del barbero” es similar, en términos de la l6gica: En una ciudad hay solamente un barbero, que afeita a todos los
que no se afeitan a si mismos. ¢Quién afeita al barbero?

Sea A(b,x) el predicado el barbero b afeita al ciudadano x. Luego Vx,-A(x,x) < A(b, x)

En el caso del barbero b tenemos que —A(b,b) < A(b,b)

Estos problemas se resuelven con la teoria axiomatica de conjuntos, que construye estos de manera precisa y rigurosa.
No la abordaremos en esta asignatura.

20



Primeras definiciones:

Inclusion’ (subconjunto): ACB < Vx(x€A = x €B)

Igualdad: A=B < Vx(x€A < x€B) A=B < (ACBABCA)
Conjunto vacio: @ = {x|x # x} Vx,x & &
Conjunto potencia de X: PX)={A|A C X} AePX) < ACX

Propiedades:

VA, CA

VA,ACA

VA,VB,YC,(ACBABC(C) = AcCC

VX, @ € PX)

VX, X € LX)

(t) Se dice que la inclusion es estricta cuandoA C BAA #B,esdecifrACBAIxeB,xgA
y se dice que A es un subconjunto propio de B. A veces se emplean simbolos diferentes:
C para la inclusidn (o inclusion amplia) y C para la inclusion estricta

(1) Si @, @’ vacios = @ C @' por ser @ vacioy @' C @ por ser @' vacio —= @ = ¢/’

21
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Ejemplo:
Sea X ={a,b,c,d}

PX)={a,{a}, {b},{c},{d},{a,b},{a,c},{a,d},{b,c},{b,d},{c,d},{a,b,c},{a,b,d},{a,c,d},{b,c,d}, {a,b,c,d}}
¢.,Cuantos elementos tiene? 2% = 16

Si X tiene n elementos, 2(X) tiene 2" elementos

Representacion mediante diagrama de Venn:

22



Operaciones en P(X)

Sean A,B € (X)

Union:

Interseccion:

AUB={xeX|xe AVx € B}

U V={x|lxeXA3aVelxeV}
Velcr(X)

ANB={xeX|xeAAx EB}

ﬂ V={x|lxeXAVVelLxeV}
VelcP(X), 10

AUB

23




Complementario A={xeX|xg€A}=X-A

Diferencia: A-B={xeX|xeAAx&B}=ANnB

24



Propiedades:

VA,Be PX),ACAUB

VA,Be #X),ACB < AUB=B

VA PX),D—-A=0Q

« VAe PX),AUA=A

VA,Be P X),AUANB)=A

-« VA, Be P X),AUB=BUA

« VA,B,Ce PX),AuB)UC=AUBUC)

VA,B,C € LX), AuBNC)=AUB)NAuUC)

« VAE PX),AUQ=A

s VAe PX),AUX=X

VAe PX),AUA =X

« VA, BE #X),AUB=ANB

VA,Be P X),AnNBCA
VA,Be ?(X),ACB < ANB=A
VAe PX),A-p=A
VAe P(X),AnA=A
VA,Be P X),AN(AUB)=A
VA,Be P X),ANB=BnNnA
VA,B,C € P X)), AnB)NC=AnNnBnNC)
VA,B,C € P X)), ANBUC)=ANB)UANC)
VAe PX),AnX=A
VAe P X)), AN =0
VAe PX),ANA=Q

VA,Be P X),ANB=AUB

25
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Seccidon 3

Funciones entre conjuntos
Producto cartesiano

Dados dos conjuntos A, B se define el producto cartesiano de A y B:
AXB={x,y)|x€eAAy€E B}

y a sus elementos (x, y) se les denomina pares ordenados

Dados n conjuntos X, X,, ---X, se define:

X)X Xy X oo X X, = {(x), %9, . X)) |x; € X;, j € {1,+-,n})

y a sus elementos se les denomina tuplas o n-tuplas

26



Grafo

Dados dos conjuntos A, B se define correspondencia o grafo G a cualquier subconjunto G C A X B
Se dice que A es el dominio de G y que B es el codominio de G

Grafo inverso del grafo G: G '={(y,x) €BxA|(x,y) €G)

G = {(a,2),(b,1),(b,3),(d,2)}

G~ = {2.),(1,b), (3,b),(2.d)}
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eEH
Composicion de grafos G c AxXxBy HC B xC HoeG={(x,z)€AXC|Iy€eB,(x,y) € GA(y,2) }

B
Propiedades: A G H
.. Ko(HoG)=(KeH)G

*u

+1
. H-G)'=G'l-H! —

\ >
*p
n. G H'=¢ < .,
> -
+3

*45

G = {(a,2),(b,1),(b,3),(d,2)}
H = {(La),(1,6),(2,6)}

HeG = {(a,0),(b,a),(b,6),(d, )}
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Funciodn

Dados dos conjuntos A, B se define funcion o aplicacion de A en B a un grafo f C A x B que:
. VxeAIyeB x,yef
. VxeA @x,yeEfA(x,2)Ef = y=2

Notaciones:

f:A—>B

(f.A.B) M Ef = y=fW oy =

; f

+a

S

$c -

+d
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Se dice que A es el dominio de f y que B es el codominio de f

Se dice que y es la imagen de x por f, 0 que x es preimagen de y mediante f

Igualdad: (f,A,B)=(g,C,D) < A=CAB=DAVx€EA,f(x)=_gkx)
Funcion identidad: iy:A—>AVx €A, i(x)=x
Imagen de X C A: fX)={yeB|Axe X,y =f(x)}
Recorrido, rango o imagen de f: Im(f) =f(A)
Imagen inversa o preimagen de Y C B: fiy)y={xeAlf(x) e Y}
Propiedades:
. f(@)=0C
. (@) =0

Il. VX, X' € PA),XC X = f(X)CFX)
IV. VX, X' € P(A), FX UX') = FX) UFX)

V. VX, X' € PA), f(XNX)CFX)n fX)

VI. VY, Y € PB), f (Y uY)=fY)ur (v

VILVY,Y € PB), F{(YnY)=F'¥)n (V)
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Inyectividad:

(equiv.)

Sobreyectividad:

(equiv.)

Biyectividad:

f:A — Bes inyectiva = Vx,x’ €A, x #x' = f(x) #f(x)

= VX €A fX)=fx) = x=Xx

f: A — B es sobreyectiva 0 suprayectivao sobre <« VyeB,dx € A,y =f(x)

= B=f(4)

f: A = B es biyectiva o biunivoca < fes inyectiva y sobreyectiva

Funcién inyectiva

f

Funcién sobreyectiva
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Composicion de funciones: Siendof: A - By g : B — C se denomina aplicacion compuesta de fy g a la aplicacion

gof:A—>C, Vxe€A (gof)x)=glf(x)]

Propiedades:

I. Asociatividad: fiA>Bg:B>Ch:C—>D = (hog)of=ho(gof)

Il. En general no es conmutativa

Contraejempilo:

fiR =R, f(x) = 2x} _ Jeenw=enr=4
g:R— R, g =2 (fo 9 = 2(:2) = 247

lll. f g inyectivas —> gof Iinyectiva
IV. f,gsobreyectivas = g-of sobreyectiva
V. f g biyectivas —> gof biyectiva
VI. gof inyectiva —> f inyectiva

VIl. g-f sobreyectiva — g sobreyectiva
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Funcion inversa: Toda aplicacion, por ser grafo, tiene grafo inverso. Este, sin embargo, no siempre es funcion.
f:A — Badmite (funcion) inversa < 3g:B > A,gof =i, Afog =1izysedenotag=f""

(Recuérdese que la funcion identidad es iy : A - A,Vx € A, i,(x) = x y ndtese que es una funcion biyectiva)

Propiedades:
. f admite inversa = f~! es Unica
II. £ admiteinversaf~! <= fes biyectiva

ll. f, g admiteninversa => gofadmite inversay (gof)' =f"log™!

Funcién biyectiva

f-l

Su inversa
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Secciéon 4

Grupos, anillos y cuerpos
Operaciones

Dado un conjunto A # @ definimos una operacion o ley de composicion interna:

*:AXA—-A Va,b e A,c=%((a,b)=a*b (c €A

Dados un conjunto A # @ y otro K # @ definimos una operacion o ley de composicion externa:

0o KXA - A Vae A VkeK,c=¢(k,a)=koa (c€A

K

*c
Ley de composicion interna Ley de composicion externa
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Posibles propiedades de una ley de composicion interna x : AX A — A

Asociatividad:

Comnutatividad:

Elemento neutro:

Elemento simétrico:

Elemento idempotente:

Elemento absorbente:

Elemento regular:

Idempotencia:

* es asociativa

* es conmutativa

* tiene elemento neutro
a € A tiene elemento simétrico
a € A es idempotente

a € A es absorbente

a € A es regular o simplificable

* es idempotente

Ley de simplificacidon o cancelativa: A es regular para x

|

|

11 11

|

—

Va,b,c € A,(a *xb) *xc=a%* (b xc)

Ya,be A,a*xb=>b%a

dneANVaeA,ak*xn=n*xa=a

da’€A,a*xa =a *xa=n (exige elemento neutro)
a*xa=a

VbeA,axb=b*%xa=a

Vb,ceA,axb=a*xc — b=c
Vb,ceA,b*xa=cxa = b=c

Yae A,axa=a

< Va € A,a esregular

35



Con dos leyes de composicioninterna x :AXA —->A y ¢:AXA - A

Si ambas operaciones tienen elemento neutro se les suele denominar elemento cero (0) y elemento unidad (1), respectivamen-
te. En algunos casos se emplearan los simbolos L y T u otros

x (b =(axb *
Distributividad: * es distributiva respecto de o < Va,b,c € A, ax(boc)=a )olaxc)
(boc)ka= (b *ka)o(c *xa)
Elemento invertible': a € A es invertible — Ja'eAacal=aloa=1
Divisor de O: a€ A,a#0esdivisorde0 <~ IbeA-{0},aob=0Vvboa=0

(A, % , ¢ ) no tiene divisores de 0 — aob=0 —= a=0vb=0

Complementario®: a € A admite complementario <~ 3Ja €A, {a : I
a

Q g
Il

"Es el elemento simétrico respecto a la segunda operacién cuando esta se denomina producto. Cuando existe se le denomina
elemento inverso. Al elemento simétrico respecto de la primera operacion cuando esta se denomina suma se le denomina ele-
mento opuesto

*En este caso, los elementos neutros se han denominado 1 (neutro de x) y T (neutro de o)
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Ejemplo: Z,

SeaZ, = {0,1,2,---,n — 1}, definimos:

®:Z,X72Z,-71, Vx,yelZ, x®y=x+y modn Z, = (0.1) 0p0=0, 0pl=1, 160=1, 16p1=0
©:Z,X72Z,—-7Z, Vx,yeZ, xOy=x-y modn 2T 0060=0 , 001=0, 100=0, 101=1

Las operaciones las podemos representar mediante tablas de Cayley




Principales estructuras algebraicas para (A, x )
*:AXA—-A

Operacion . Elemento Elemento :
. Asociativa . Conmutativa
Interna neutro INVerso

Magma

Semigrupo

Semigrupo
conmutativo

Monoide (semigrupo
con elemento
neutro)

Monoide
conmutativo

Grupo

Grupo conmutativo
o abeliano
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Principales estructuras algebraicas para (A, %, ¢)
*x AXA—-A O:AXA - A

(A, %) (A, ) o distributiva resp.x o sin divisores de 0

Anillo

Anillo conmutativo

Anillo unitario

Anillo conmutativo
unitario

Anillo integro

Dominio de
integridad

Cuerpo

Campo o cuerpo
conmutativo

(*) En el caso del cuerpo y del cuerpo conmutativo, (A — {0}, ¢ ) ha de ser grupo o grupo conmutativo, respectivamente, ya que 0
nunca es invertible
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Principales estructuras algebraicas para (A, x , ¢ )
*:AXA-A O:AXA A

Algebra de Boole (A, x , o ):
VYa,b € A,a*xb=b*a
Ya,b € A,aob=boa

d1l€eAVaeA,ax1Ll=1%a=a
dTeAVaeAaoT=Toa=a

. *,¢ Conmutativas:{
. %,¢ tienen elementos neutros L, T :{

lll. Todo elemento admite elemento complementario: Va € A,3a € A, {

ao(bxc)=(aob)*(aoc)
(bxc)oa=((boa)*(coa)
ax((boc)=(axb)o(axc)
(boc)yxa=(b *xa)o(c*xa)

IV. ¢ es distributiva respecto de x: Va,b,c € A, {

V. % es distributiva respecto de ¢: Va,b,c € A, {

Ejemplos

* (LX), U,Nn) (elementos neutros, @ y X)
* ({V.FL,V.A) (elementos neutros, Fy V)
- ({0,1},.0) (elementos neutros, 0y 1)
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Propiedades

« Si (A, %) tiene elemento neutro n € A, es Unico:

* / — / * — /
n,elemento neutro n, n=n n, n N =n
n’ elemento neutro n*n=nxn=n

« Si (A, x ) es monoide, el elemento simétrico, si existe, es Unico:

a’ simétrico de a

" simétrico d } — a"=a"* n=a"*(@xa)=(@ *xa)ka =nxa =a
a” simétrico de a

- a' simétrico de a = a simétrico de a’ (es decir (a’)’ = a)

Propiedades de los grupos

- Todos los elementos son regulares (ley de simplificacion o ley cancelativa):

a,x,yEAaxx=axy = a xaxx)=a *k(axy) = (@ *ka)* x=@*ka)ky = nkx=nky = x=y
a,x,yEAx* xa=y*xa = (xxa)ka' =(y*,ka)xa = x*xaxa)=y*k(akxad) = x,kn=y*xn = x=Yy

* Va,be A,(axb) =b"*a

(axb)*x b *xa)Y=(axb)*xb)yxa =(axbxb))*ka =@k kn) *xa =a*xa =n

*blzb/* /
(b’*a’)*(a*b)=b’*(a’*(a*b)=b/*((a'*a)*b)=b/*(n*b)=b/*b:”} — @ ’
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ca€Aaka=a < a=n (el unico elemento idempotente es el neutro)

a*xa=a = a *k(axa)=a"*a = nka=n = a=n
a=n — axa=a*xn — axa=a

Propiedades de los anillos’

"En adelante se empleara el anillo (4, @ , © ), denotandose los elementos neutros como 0y 1, y a los simétricos de a € A como (—a) y a~! respecti-
vamente de las operaciones @, ©

VaeA,a00=00a=0 (El elemento neutro de @ es absorbente para ©)

a0=a0000)=000)P@0l) = 0=-uo0)dol) =00 @B @l — 0=>@@0o0)
00a=0800)0a=00a)d00a) = 0=—00a0)d0V0a)=—00a)POVOCa)®00a) = 0=00Ca)

Va,b e A,(—a)Ob=a0(=b)=—(a®b)

@b ®(—a)0b)=@®(—a)0b=00b=0 = —-(@Ob)=(—-a)ODb
@Ob)® @O (=b)=a0bd(=b)=a00=0 = —-@ODL) =a®(-b)

Va,b € A,(—a)O(-b)=aOb

()0 (=b)=-@O(-b)=-(-(@Ob)=a0b

0 no es simplificable

Va,b €A, a00=b00=0 = da,beA,a#bANa®0=b0O0
Va,b e A0Oa=00b=0 = da,beA,a#bAN00a=00Db
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« Ya€e A,a #0, adivisor de cero < a no simplificable

. . 0=a0O0b=a00 = b=0
A 0, simplificabley b € A Abe A, b #0 b=0vb =0
a € A,a # 0, simplifi ybe ’{O:bea:OQa b:():}' €A, b#0,a0 VbOa

—> a no es divisor de cero

a € A,a # 0, no divisor de cero, b,c € A,

{(a@b)z(a@c) — @O (—(a@0c) =0 = @Ob)BW@O(—)=0 = a0bd(-c)=0
boOa)=(Cc0a) = LoD (-(c0a)=0 = bOa)Bd(-c)0a)=0 = bBH(-c)©a=0

—> b =c¢ = a es simplificable

Propiedades de los anillos unitarios

e VaeA,(-a)=(-1)0a

() Oa=10(-a)=—100a)=-a

- a,b € Ainvertibles = a O binvertibley @ob) '=b"10a"!
@obob'oah=@o®ob™oa!'=@wo)oa'=a0a'=1 = @ob)'=0'oa)
« a € Ainvertible = —ainvertibley (-a)™! = — (a7 ')

)0 (=(@N==((-a)0aH)==-(-@oa)==(-H=1 = (-a)"' ==
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« a € A invertible = a no es divisor de cero (a € A es divisor de cero = a no es invertible)

=0

. . b=0 -1 hHh=a 100 10b=0
a;ﬁO,lnvertlbIe:»{a@ = a7 0obh=a"00 =10 }=>b

bOoa=0 = bOa)Oa'=00a! = bo1=0

- 0 € A noesinvertible

Vae A0Oa=0Aa00=0 = 30'€A4,000!'=0"100=1

Propiedades de los cuerpos

 No tiene divisores de cero
Va,a #0 = Ja~' € A = a no es divisor de cero
ca#0,Vb,ceA,(aOx)®b=cy (x ®a)®b = c tienen solucidn unica en x
(@ON®LD(-b)=cO(-b) = aOQx=cD(-b) = a'0@ON=a"'0C®(-b) = x=a"'0(®(-))

(x0a)BL)D(-b)=c®(b) = x0a=c®(b) = x0a)®a'=CcHb)0a! = x=CPH(-b)Oa"!
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Propiedades de las algebras de Boole

cYaeAaxa=aAhaoa=a (idempotencia)

axa=@xa)oT=(@ka)o(akxka)=akx(aoa)=a*x L =a
aca=(@oa)k L=@oa)x(aoa)=ao(a*xa)=aoT=a

cVYVaeAaxT=TAaol=1 (neutros cruzados absorbentes)

a*xT=(@*xT)oT=@xT)o@@axa)=a*x(Toea)=a*xa=T
aol=@ol)xLl=@ol)x(@aoa)=ao(Ll*xa)=acoa=_L1

s Va,beA,ao(axb)=aANa*x(aob)=a (absorcioén)

ao(ak*xb)y=@x L)o(a*xb)y=ax(Lob)=axLl=a
ax@ob)=@oT)kx(aob)=ao(T *kb)=a¢T=a

s VYa,bceA,ax(bk,xc)=(@@xb)*xcAhaoboc)=(aob)oc (asociativa)

p=a*x(bxc) = aop=acs(ax(b*xc)=a

gq=(@*xb)ykxc = aoq=a°((“*b)*c)=(a<>(a*b))*(aOC)=a*(a<>c)=a} — aop=aoq

aop=acoaxbxc)=@oa)x@ob*c)=L*x@obxc)=ao b *xc)
aog=ao((axb)k,xc)=(@o(akxb)*x@oc)=(aca)*k(@ob)x(@oc)= = aop=aoq

=(Lx@ob)*x(@oc)y=ao (b *c)

= (aop)x@op)=(aog)*x(@oq) — (a@*xa)op=— (a*xa)oqg — Top=Tog = p=gq

(demostracion dual para el otro caso, conp’'=ao(boc)Aqg = (aob)oc)
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e VaeAdlaeAaxa=TAaca=1 (el complementario es Unico)

a,a eA,axa=T ANacva=1LANa*xa=TAaca =1 =
a=a¢ T =a¢(@xa)=@oa)k@oa)=Lkx(@oa)=(@oa)=
=@oa)*x L=@oa)x(acoa)=(@*a)oa =Toa =a

VYa€eA (@) =a (doble complementacion)

VaeA,da,a*xa=TANaoa=1 — axa=TANacoa=1 = (@)=a

c T=1LA1l=T (complementacion de neutros)
J_*T:T} s T=T
Thkl=TATeT=T| _, ) Ltol=T
lxl=1AloeT=T Tx1l=T T_T
LT<>_L=T} — T
*Va,beA,(axb)=aobA(aob)=axb (leyes de De Morgan)

(axkb)yx@ob)=(a*xb)xa)o((a*xb)*xb)=bx@xa)oa*xb*xb)=b*xT)oa@axT)=ToT=T
(axb)o@ob)=(ao@ob)x(bo@ob)=(aoa)ob)x(bob)oa)=(Lob)*x(Loa)=LxLl=1

— (axb)=aob

(aob)yx(@xb)=(@x@xb)ob*k@*xb)=(axa)*xb)o(b*xb)*xa)=(T*kb)o(Txa)=ToeT=T
(aob)o@*Db)=aob)oa@)*x(aob)ob)=(ho(asa) x(as(bob)=0boLl)x@ol)=LxL=1

—> (aob)=axb
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Subestructuras algebraicas

Sea(A,x) grupo ySCA. Si(S,%x) esgrupo decimosque (S,*) essubgrupode (A, %)
Sea (A, x,o)anillo yScA. Si(S,*,o)esanillo decimos que (S, x,¢) essubanillode (A, *x,¢)
Sea (A, x,o)cuerpoy S cCA. Si(S,x,¢)escuerpo decimos que (S, x, ¢ ) es subcuerpo de (A, x, )

Ejemplos
Z,+),(Q,+),(R,+),(C,+) son grupos abelianos
(Z,,+) es grupo abeliano
(Q-1{0},-),(R—={0},-),(C-{0},-) son grupos abelianos
M,,,(R), +) es grupo abeliano
(N, +) es semigrupo conmutativo
Z,-),Q,-),R,-),(C,-) son monoides conmutativos
Z,+,-) es anillo conmutativo unitario (dominio de integridad)
Q,+,), R, +,-),(C,+,") son cuerpos conmutativos
M,.,(R), +, ) es anillo unitario (no conmutativo, tiene divisores de cero)
(F(R,R), +,+) es anillo conmutativo unitario (tiene divisores de cero)
QXL +,:),RX],+,),(C[X],+,") son anillos conmutativos unitarios (dominios de integridad)
(Z,,+,") es anillo conmutativo unitario (tiene divisores de 0) si n o es primo

y cuerpo conmutativo si n es primo

Z,+),(Q,4+),(R,+),(C,+) son subgrupos (cada uno de los que le siguen)
Q.+, ), R +,:),(C,+,-) son subcuerpos (cada uno de los que le siguen)
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€

Algebra matricial y sist. de ecs. lineales

Meétodo de eliminacion de Gauss
Rango de una matriz
Operaciones con matrices

Inversa de una matriz
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Seccién 1

Método de eliminacion de (Gauss

Definiciones

Se denomina sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas a una expresion de la forma:

;
all'xl+a12'.X2+'“+a1n‘xn=b1

Ay * X1+ Ay X+ - +a,, - X, =b ) )
21 "M 22 2. 2n " Xn 2 l-j,biEK,IE{1,2,“',171},]6{1,2,“‘,71}

(7)

g a

a, X +a,, x,+-+a,,  x,=b,

J

Coeficientes del sistema: elementos a., e K,i € {1,2,---,m},j € {1,2,---,n}

ij?
Términos independientes del sistema: elementos b, € K,i € {1,2,--,m}

Incognitas: los elementos desconocidos x; € K,i € {1,2,-++,n}

Una solucidn del sistema son n elementos s, s,, -+, s, € K tales que al sustituir cada x; por s; se obtienen m igualdades

Sistema compatible: tiene al menos una solucién, determinado, si tiene solamente una, e indeterminado si tiene mas de una

Sistema incompatible: no tiene ninguna solucién
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Sistema homogéneo: el que es de la forma:

aj -x +ap x4+ -+ap,- -x,=0

Ay "X+ Ay X+ +ay,-x,=0

(%)

A, X+ a4, X+ +a,, x,=0

El sistema (%) obtenido a partir de (}) se le denomina sistema homogéneo asociado a ()
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Métodos

Métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales:
1. Meétodo de igualacién
2. Meétodo de sustitucién
3. Método de reduccion o eliminacién

4. Método de Cramer o de los determinantes

Algunos de estos métodos no son siempre generales ni practicos para sistemas “grandes”

Ejemplo:
x+y=2
3Ax—y=2

En esta asignatura abordaremos Unicamente el método de reduccion, también denominado:

meétodo de eliminacion Gaussiana o método de Gauss
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Método de Gauss

Se pueden realizar las siguientes operaciones, denominadas operaciones elementales, con las ecuaciones del sistema:
1. Multiplicar una ecuacion poruna € K,a # 0
2. Intercambiar dos ecuaciones

3. Sumar a una ecuacion el resultado de multiplicar cualquier otra por un g € K

El resultado de aplicar una secuencia de operaciones elementales a un sistema es otro sistema equivalente, es decir que tiene
las mismas soluciones

El objetivo del método es lograr un sistema equivalente al dado lo mas sencillo posible

Son de interés dos formas equivalentes sencillas equivalentes a un sistema dado:
|.  Forma escalonada (no es unica, y requiere operaciones adicionales para obtener posteriormente la solucion)
ll. Forma escalonada reducida (es Unica y da directamente la solucion, si la hay Unica)

ambas permiten dilucidar si el sistema es compatible o incompatible y obtener facilmente la solucion o las soluciones
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Ejemplos:

1 e, — 3¢,
2 e; — 3¢
3. €y © €3
4 e — e
5. ey +e
—1
T
7. e —3e

X+ 3x+x3=—3
3x; + 9% +4xy = =7
2x| —x,+x3=06

xl +3.XZ +X3 == —3
En este momento obtenemos una forma escalonada: -7x, —x; = 12
X3 == 2

Obtenemos la forma escalonada reducida que nos da directamente la solucion Unica:

En este proceso hemos “escrito” repetidamente simbolos innecesarios: x;, x,, x5, + , =

Podemos eliminar los simbolos, escribiendo Unicamente los coeficientes, respetando la “posicién” de las incdgnitas
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Matrices

Disposicion rectangular de coeficientes (y términos independientes), encerrada entre paréntesis:

dyp dip o Ay
. . . . ) dyy Ay 0 Ay
Matriz de los coeficientes del sistema: : o 1M, (K)
An1 A2 ° Aupp
ayy dp e ay, | b
. . . a a a b
Matrix ampliada del sistema: G 172 eM,,, . (K)
) A bm

Las operaciones elementales que realizamos con las ecuaciones pueden hacerse con las filas de la matriz ampliada

Ejemplo: El sistema del ejemplo anterior anterior puede representarse por la matriz:

I 3 1 -3
39 4 -7
2 -1 1 6

y realizando sobre ella la secuencia de operaciones elementales e, — 3¢, e; — 3¢, €, < €3, €] — €3, €, + €5, =@ y e; — 3e, obtenemos
100 1
010 -2
001 2
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¢, Cuando una matriz esta en forma escalonada?
1. Puede trazarse una “escalera” descendente
2. Cada “peldano” tiene altura 1 y esta a la derecha del anterior
3. Bajo la “escalera” todos los elementos de |la matriz son nulos

4. En cada esquina de un “peldano” hay un elemento no nulo, llamado pivote
¢, Cuando una matriz esta en forma escalonada reducida?
1. Esta en forma escalonada

2. Cada pivote es la unidad

3. Sobre cada pivote los elementos son nulos

Ejemplos:
x;=—=3+2)
X430 -xt+x=1 13 -1 1 1 10 -10 -3 =1
—2x,+x,+2x3 =17 — <_21 2 0 7) — (()1 0O O 1) — xz—/l -
Xy —x,=0 0 1 0 —-10 00 0 I 1 x3_1
L=

2
xl—x2+X3:1 1 =1 1 1 1 0 ? 0
2x+x,+x3=0 — (2 1 1 0) — |o 1 -1 o| iSISTEMAINCOMPATIBLE!
2x; —2x, + 2x; = 3 2 =223 3 |

00 O
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Teorema de Roucheé-Frobenius (1.0)

Siendo:

A = matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales
p = numero de peldafios de una matriz escalonada de A

A = matriz ampliada del sistema de ecuaciones lineales

p = numero de peldafios de una matriz escalonada de A

n = numero de incdognitas del sistema

Un sistema de ecuaciones lineales es:
|. compatible determinado < p=p=n
Il. compatible indeterminado < p=p<n

lll.  incompatible < p#D (p+1=p)
Nota: Un sistema homogéneo siempre admite la solucion trivial 0,0,---,0 y es por tanto siempre compatible (p = p)

Si admite alguna mas, es compatible indeterminado (p = p < n).

Si solamente admite la trivial es compatible determinado (p = p = n)
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Ejemplos

x+2y=0
Resolver en Z; = {0,1,2} 2x+y+z=1
2y +z=2

— (O 0f2
0 0

() p—
(NS O
—_— O
[S=Y
\/
N\
() p—
—_ O N
o = O
)
\/
N\
() p—

-}

N O
)
\/

[
— N
—_ (@)
—_ -]
N~
N
SO =
S = O
—_—0 O
—_ \&}
N~
N =
| I I
=l \O I\

x+y+z=0
Resolver en Z, = {0,1} y+z=1
x+y=1
1 1 1|0 1 1 1|0 1 0 O0]1
— |0 1 11 — |0 1 11 — {0 1 1|1
1 1 0]1 0 0 1|1 0 0 1)1
1 0 0]1 x=1
— |0 1 0]O0 — =
0 0 1|1 z=1
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Seccidén 2

Rango de una matriz

Vectores

Podemos agrupar las soluciones de un sistema lineal, s, s,, ---, s, € K, en un unico objeto que denominaremos vector
Definimos el conjunto (de los vectores) K" = {(x;, x,, -, x,) |x; € K,i € {1,2,-+-,n}}
Componentes de un vector: x;, primera componente; x,, segunda componente; .... ;x,, N-€sima componente

Vector cero: 0 = (0,0,---,0)

Igualdad de vectores: x=y < Vie{12,,n},x =y,

X = (.xl,.X2, '"7xn)}
y = (ylayZ’ ’yn)

Llamaremos vectores fila y vectores columna de una matriz a cada una de sus filas y columnas

Segun interese, escribiremos indistintamente los vectores vertical u horizontalmente, y los podremos considerar matrices:

X = (X, Xy, +++, Xx,), x € K" x € M, (K) x=| . |LxekK" x €M, (K)
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Definimos una ley de composicion interna y otra externa, que denominaremos suma de vectores y producto por un escalar:
+  K'XK!' > K" x4+y=@+y,x+Y, = x,+Y,)
KXK' = K” a-x =(ax;,axy, -, 0ax,)
Propiedades:
|.  Lasuma es un grupo conmutativo
A. 0 =(0,0,---,0) es el elemento neutro
B. El elemento opuesto de cada x = (x, x,, -, x,,) €S (—X) = (=X}, — X, ***, — X,,)
. VaeKVx,yeKiLa-x+y)=a-x+a-y
. Va,peKVxeKL (a+p)- x=a-x+p-x
V. Va,peK VxeK,(apf) x=a(f-x)

V. VxeKk4,l -x=x

A, VxeK'0-x=0AVaeK,a-0=0

B. VxeK,—x=(-1)-x

Notas:
Llamaremos posteriormente a esta estructura algebraica espacio vectorial (K", +, -)

Notese que son precisamente estas operaciones las que hemos utilizado, con los vectores fila, en el método de Gauss
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Dependencia e independencia lineal

Combinacion lineal: x € K" es combinacion lineal de x;, x,, -+, x, E K" < Fa, oy, -, EK,x =) - Xy + oy - Xy + - + - X,

o también: O=(CD -x4a-x+ay- x5+ + o X

0 es combinacion lineal de cualquier conjunto de vectores: 0=0-x;,+0-x,+ - +0-x,

Dependencia lineal:
.  El conjunto de vectores {x,, x,, :--, x;,} C K" es linealmente dependiente o ligado

= Jda,ay, -, € KNnotodos nulosque a; - x; +ay - xy+ - +a,-x, =0
Il. El conjunto de vectores {x,, x,, ---, x;,} C K" es linealmente independiente o libre si no es ligado

= a*x;+o, X+ +o-x=0 = og=a,=--=0a,=0

n
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Ejemplos:

Determinar si {(2,1),(1,1)} es libre o ligado.

2 =0 ,
a-2,H)+p-(1,1)=(0,0) < QRa,a)+(B,p)=0,0) < QRa+pa+p)=(0,0) = { ZI’Z_O} (sisterma homogeneo 2x2)
2 1|0 1 10 1 110 1 110 , , :
<1 | ‘0> — (2 | ‘O) — <0 1 ‘0) — (O ) ‘0> (sistema compatible determinado, solucién unica (0,0))

El conjunto es libre

Determinar si {(1,1,3),(0,1,2), (1,2,5)} es libre o ligado.

a+y=0
a-(1,1,3)+4-(0,1,2) +y(1,2,5) = (0,0,0) < (a+y,a+f+2y3a+2+5y) =(0,00) < a+p+2y=0 (S.H. 3x3)

B3a+2f+5y =0
1 0 1 1 01 1 01
1 12)—{01 1])]—({0 11 (S.C.l, varias soluciones)
325 022 0 00

El conjunto es ligado

Para determinar si un conjunto de vectores es libre o ligado, basta escribir la matriz cuyas columnas son los vectores dados y
realizar operaciones elementales para encontrar una forma escalonada. El sistema es libre solamente si el numero de peldanos
coincide con el de columnas (el numero de vectores dados), siendo ligado en caso contrario
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Rango

Se denomina rango de un conjunto de vectores al mayor nimero de elllos que son linealmente independientes

Se denomina rango de una matriz A, r(A), al rango de sus vectores columna

El rango de una matriz coincide con el numero de peldafos de una de sus formas escalonadas

Los vectores correspondientes a las columnas pivote (escalones) son linealmente independientes
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Teorema de Roucheé-Frobenius (2.0)

Siendo:
A = matriz de coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales
A = matriz ampliada del sistema de ecuaciones lineales

n = numero de incognitas del sistema

Un sistema de ecuaciones lineales es:
l. compatible determinado — rA)=r(A)=n
ll. compatible indeterminado — r(A)=rA)<n

IIl. incompatible = r(A) #rA) (rA)+1=r())
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Estructura de las soluciones

Sea el sistema (+) y su sistema homogéneo asociado () a;b €Ki € {12,-,m},j € {1,2,,n}

3 3
all'xl+a12'X2+"'+a1n‘xn=b1 all-x1+a12-x2+'"+a1n°xn=0
. (¥)

Ay~ X +a,, X+ +a,,  x,=b, Ay - X +a,, X+ +a,, - -x,=0

a21’xl+022'X2+"'+azn'xn=b2 a21-x1+a22-x2+-"+a2n-xn=0

(1)

. Siu=(uj,uy-,u,),v =g, v, son soluciones de (i) u + v es solucion de (})
. Siu=(u,u,y -, u,) es solucion de (f), Va € K, a - u es solucion de ()
lll.  Si (f) es indeterminado Juy, u,, ---, u, € K" linealmente independientes de modo que cualquier solucién de (i) es:
Sg, =0y U +a, u,+ -+ a - paraalgunos a;,a,, -, o € K
Ademas k =n —r(A)
V. Siw = (w,wy, -, w,),w = (wj,wh,---,w,) son soluciones de (f), w — w’ es solucion de (})
V. Siw=w;,w,,--,w,) essolucion de () y u = (u,u,, ---,u,) €s solucion de (f), w + u es también solucion de ()
VI. Dadaw = (w, w,, -, w,), solucion de (f), cualquier otra solucién de (t), w’ = (wj, w}, ---,w,), puede escribirse:
w=w+sg,=w+a -u +a, u,+ - +a - wparaalgunos a;, a,, -, € K

A la expresion u + a; - u; + a, - u, + --- + a; - y;, se le denomina solucion general del sistema (1), siendo u una solucién particular
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Seccidon 3

Operaciones con matrices

Aplicaciones lineales

dapp dpp ayp
. R i . dyy dpyp - Ay A ARIAR £ - m
Aplicacion lineal asociadaalamatriz F =| : : ) .1 eM,,.(K) es laaplicacion f : K" — K™ que
A1 Ao Ay

((a;x; + apxy + - +ap,x,

a» X1+ an»x,+ - +a, x
x) = f(x;, X, e, x,) = | 2017 T2 2n7n Vx = (x{, X, -+, x,) € K"
1>42 n 1> 42 n

\Im1X1 +a,nXy + s+ a4, X

mn I’l)

0 bien f(x) = f(x}, Xy, ==+, X)) = (a1 %] + )Xy + -+ + Ay, X,, Ay X| + AxyXy + ==+ + Ay, X, s A X) + ApoXy + o0 + 4, X,)

Propiedades:

L Va,y e K% flx +y) =f(0) +£(»)

. VxeK,Va ek, flax) =af(x)
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Ejemplos:

0 1

Para F =
ara (1 0

) la aplicacion lineal asociada es f : R* = R f(x,y) = (Ox + 1y, 1x +0y) = (y, x)

y es el punto (vector) simétrico de cada (x, y) € R? respecto de larectay = x

0o



1 00
Para F = (0 1 0) la aplicacion lineal asociada es f: R® = R?, f(x,v,2) = (x + Oy + 0z, Ox + 1y + 0z, Ox + Oy + 02) = (x, y, 0)
0 0O

y es la proyeccion de cada punto (vector) (x,y,z) € R? sobre el plano z =0

1

(x,y.2)
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La imagen de la recta r = r, + Av (Que pasa por r, y tiene la direccion de v), por una aplicacion lineal f: R? - R? (o f : R? - R?)
es:

J() = f(rg+ Av) = f(r)) + Af (V)

es decir, la recta que pasa por f(r,) y tiene la direccion de f(v)

Ejemplo:

Para F = G é), la imagen del cuadrado de vértices(0,0), (0,1), (1,1),(1,0) es

L
)
i

\ L
~
\\

\\—
N
N
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Teorema:
Sea f : K" — K™ una aplicacién que:
L Vx,y e K, flx+y) =f(x)+ /()

. VxeK,Va ek, flax) = af(x)

—> fes una aplicacién lineal cuya matriz esta formada por las columnas £(1,0,0,---,0), £(0,1,0,---,0), £(0,0,1,---,0), ---, £(0,0,0,---

Demostracion:

Como X = (x19 X9, '”7~xn) = (-xlaoa'"70) + (O7~x27 "',0) + (ana“'7-xn) = xl(laoa“°70) + x2(0719"'70) +xn(0709”'a1)a

f) = f(xg, %y, -+, x,) = f(x,(1,0,---,0) + x,(0,1,---,0) + x,(0,0,---,1)) = x, f(1,0,---,0) + x, f(O,1,---,0) + x,, £ (0,0,---,1)

Slendo f(laoa”"()) - (allaazla '”aaml)af(()ala"'ao) - (a]29 Cl22, ”'7am2)’ '"’f(oaoa'“’l) - (a]na Clzn, e, a

mn)’

Sy, xp, -0, x,) = (a1 + appxy + -+ ag,x,, ayx;+apx;+ -+ dy,x, s A Xyt Ay Xy + o+ dy,X,)

0 DI b
: : dpyy Ay =t dyy

y por tanto su matriz asociada es F=1: : ) S l1eM,, (K
A1 A2 o Ay
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Ejemplo:

Sabiendo que un giro de un angulo a en R? es una aplicacion lineal, encontrar su matriz

1,0) = , S —gi
g(1,0) (cosia sin a) — G = CQSa sin o
2(0,1) = (—sina, cos a) sina cosa
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Operaciones con aplicaciones lineales

Llamando L., = L(K" K™) al conjunto de aplicaciones lineales f: K" —- K" (fel,,)

+:0L, . XL =L, Viig €L, , Vx € K", (f+ X)) =f(x)+ gkx)

mxn mXxn

KxL, ., =L VieL,,Va €K Vx eK", (af )(x) = af(x)

mXxn mxXn

Efectivamente (f + g) y (¢f) son aplicaciones lineales:
L (f+9&+y) =fx+y)+gx+y) =f0)+f()+8x) +8() = (f+ 8K+ (f+ )

I (f+90Ux) =f(Ax) + g(4x) = Af(x) + 1g(x) = A(f(x) + () = A(f + X

L (af)x+y) = af(x+y) = a(f() + () = af(0) + af(y) = (af )x) + (af )(y)
Il (af)(4x) = af(4x) = a(Af(x) = (@d)f(x) = Aa)f(x) = A(af(x) = A(af)(x)
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ayip dip vt Gy, (bll by, bln\
a a coe a
Si las matrices de f, g son respectivamente F,G F=| ' "% *1,G = b?l b.22 Do
Aul Am2 " Ay \bml bm2 bmn)
Las columnas de las matrices de f+ ¢ y de af son
apy (bll\ ( a11+b11 ) aiq adp
a b b a aa
(f +8)(1,0,--,0) = £(1,0,+,0) + g(1,0,--,0) = | ' B R (@f)(1,0,+-,0) = af(1,0,0) =a| - |=|"."
Gm1 \bml) \aml + bml ), Gm1 @
i (b12\ ( aiy+byy | P ada,
a b b a aa
(f + £)(0,1,++,0) = £(0,1,-+,0) + g(0,1,-,0) = | "7 2| = |92 P @f)O,1,-0) = afO,1,- 0 =a| Z[=|".7"
Gm2 \bm2) \amZ + bm2 ), G2 U2
a,Y (b)) [ @n+bin) aj, aay,
a, b b a, aa,,
(f+ g)(0,0,,l) =f(0’0’71) + g(oaoaal) = 2 2n a2n-|_. @2 (Otf)(0,0,,l) = af(0,0,---,l) = 2 = 2
amn . . amn aamn
(a),+by, ap+by, a, + by, ) aayp  aap aay,
. b b aa aa aa
Lamatrizde f+g es |“ + 21 42 + 22 “on + ban ylade af es o 2
kaml + bml Ao + me Apn + bmn) Ay Ao *mn
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En M

+: M

T KXxM

mxXn

mxn

(K) xM

mxn

mxXn

(K) = M

(K) = M

()

mxn

(K) podemos definir

mxXn

()

Operaciones con matrices

(an + by
a,, +b
VE,GeEM,  (K),F+G=| 2 ™
\aml + bml
aay;, ad,
ad, Qady
VFeM,,, ([K),Vee K,aF =| . i
aa,, od,,
(
aip dpp Aip by by
. a,, a a b
siendoF=| 2 % 6=
a.. a a
ml Y“m2 mn \bml b
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ap + by,
dy, + byy

Ay + me

aag,
ad,,

ad

a, . +b

Ay + bln )
sy + b2n

mn mn )



Propiedades de la suma y el producto externo de aplicaciones lineales (y de matrices)

|.  Lasuma es un grupo conmutativo

g

0O 0 - 0
0O 0 - 0
0eM 1N ,O = . . . Mm n K
A. < mxn (1) P es el elemento neutro de { N (1)
o o - 0 mxn
0eL,,,,Vx e K0x) = (0,0,,0)

-

app dp o 4y, —dyp T4 vt Ty,
o | %22 7 G _p= | T T2 T
B. El elemento opuesto de cada - : : : es 3 : : :
I R ) 1 TAyy Ty
K= K | =S € Ly VX € K, (=)(0) = = f(%)

Vae K,VF,.GeM,  ([K,a- (F+G)=a-F+a-G
Vae K Vfgel, ,.a-(f+g=a-f+a-g

Il. {
" Va,pe K,VFeM,,  K),(a+p) - F=a-F+p-F
| {va’ﬁEK’vfe[Lanv(a+ﬂ)'f=a-f+ﬁ.f

v {Va,ﬂ eK,VFeM,,. . (K), @p)-F=a(p-F)
: Va,peK,VfEL,,.,, @B) -f=a(lf-f)

VFeM,, (K),1-F=F
Viel, .1 -f=f

] VFeM, (K),0-F=0AVaeK,a-0=0 VFeM,, (K), —F=(-1)-F
Y ademas:

Viel, ,0-f=0AVaeK, a-0=0 Viel,  , —f=D-f
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Sean f€E€L,,8 €L,

La composicion de aplicaciones lineales g - f € L,

. Vx,yeK,(gof)x+y)

. VxeK,VaeK(gof)ax)

La columnaj e {1,2,---,

(g < /)(0,0,---,1,

y lamatrizde g - fes

e g(f(o,o,...’l

», de matrices F =

Composicion de aplicaciones lineales

ayy A4y o dyy

dy; dp ayy
o e

aml am2 amn

(bll b12

b21 b22

Bt b

, €s una aplicacion lineal:

= g(f(ax)) = glaf(x) = ag(f(x)) = a(g ° f)(x)

n} de su matriz es:

(
byayy + byyas +

by a1 + b22a21

\bplall + bp2a21

,+++0))

= g(alja azja '”7amj) =

\

+ o+ by Dyt Dyay +

75

-+ by,a, byap, +bjpay + -
+ o+ bya,y Dyrag, + byay, + oo

bplalj +b ol +

+ blmamZ
+ meam2

-+ b,,a

m2

(
b“a]j + b12a2j + °°c + b]mamj

bzlalj + bzzazj + °°c + bzmamj

-+ bpmamj)
by ay, + bypay, + - + blmamn\
by, ay, + b22a2n + -t meamn
b 141, T b polo, + e+ bpmamn)

)

=g(fx+y)=g(fx)+f(y) =g(f(x)+g(f(y) =(gf)x) +(gf)y)

pxn

(K<)



Producto de matrices

( )
all a12 cee aln bll b12 B blm
, _ a,, a - a boi bon e b _
Siendo las matrices F = | 2! "# lem,, K,yG=|2 2 = Tmle M,,.,(K) se define el producto de ambas
Ayl Ao o An \bpl bp2 s bpm)
( )
byay, + bypay + - + by,a,, byayp+bypay + - +bya,, o byay, +bpay, + o+ byya,,
| baay + byay, + -+ + bya,, byayp + bypagy + -+ bya,, o byay, + bpay, + - + byya,,
G-F= , : _ , eM,,,
\bpla“ + bp2a21 + -+ bpmaml bp1a12 + bpzazz + -+ bpmam2 e bplaln + bpzazn + e+ bpmamn)

de modo que el elemento situado en lafilai € {1,2,---,p}, columnaj € {1,2,---,n} del resultado C = G - F es

m
¢j = byay;+bpayi+ -+ + b,a,,; = Z bixay;
k=1

De este modo, la matriz de la aplicacion lineal g - fes la matriz G - F (siendo G, F las matrices de g, f, resp.)
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“— 1

~ = KK K K

*x K

I | *x %

200 SR O O

*x *x x| =

*
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Propiedades:

En el producto de matrices, al igual que en la composicion de funciones, el orden esta determinado, y cuando es posible cam-

- : : .« (1 0) (1 1y_ (11 1 1y (1 0\ _ (1 2
biarlo, ni el producto ni la composicion son conmutativos: (0 2) <2 1>_<4 2>;é<2 1) (0 2>_<2 2)

- . (1 0) (1 2y _ (1 2 1L Oy (1 2y _(12 1 2 1 2
El producto de matrices no es cancelativo: <O O> <3 4>_<0 O>A<O 0) <4 3>—<0 O>A<3 4>;é<4 3)

(hog)oef=ho(gof)
(H-G)-F=H-(G-F)

ho(g+f)=hog+hof
H- (G+F)=H-G+H-F

(h+gef=hef+gof
(H+G)-F=H-F+G-F

1.
II.
v (ag)ef=ge(af)=algef)

' (aG) - F=G-(aF)=a(G-F)
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Sistemas de ecuaciones, matrices y aplicaciones lineales

5
all'X1+a12'X2+"‘+a1n‘xn=bl

Sistema de ecuaciones lineales: o Xy Tyt e gy Xy = b2\

Ay = Xy + Gy = X+ -0 + - X, = Dy |

( all.xl + a12x2 + -+ Cllnxn )
. T ar X1+ ar,»x,+ -+ a,,x
Aplicacion lineal: f&) =f(x), %9, 0, x,) = S 2. 2

\Am1X1 +a, Xy + -+ Ay Xy )

El sistema puede escribirse:

f(.X):b f(x17x27°”7xn)=(b17b2a “'7bm)
(7, )

ayip dip ot Ay X1 b,

a a e a X b

F-x=b .21 .22 . 2n . .2 = 2
) Ay Xn \bm)

¢, COmo es el sistema segun f sea inyectiva, sobreyectiva o biyectiva?

Solucién/soluciones del sistema:  f~'({b})
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Secciéon 4

Inversa de una matriz

Inversa de una aplicacion lineal

La aplicacion lineal f : K" — K™ admite inversa < 3f ' : K" - K", f of =i A fof™! = iy
Veremos mas adelante que solamente admitiran inversa (algunas) aplicaciones lineales cuando n = m
La aplicacion inversa f~! es lineal:
L U+ ) =x+y =FFTQ) T O =T O+ = e+ = 0 +7)
Il f(f(ax) = ax = af(f7'@) = flaf 7' () = f~(ax) = af~'(x)

Si Fe M, (K)* es la matriz (cuadrada) de f (invertible), a la matriz de f~! la denominaremos matriz inversa F~' e M (K) y:
1 0 - 0
F-Fl=r1.F=] = (:) 1 ? (matriz de i)
0 0 1

y diremos que la matriz F es invertible, regular o no singular
" Recuérdese que las Unicas aplicaciones que admiten inversa son las biyectivas, y que la inversa cuando existe es Unica

* Conjunto a veces denominado M, ()
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Calculo de la inversa de una matriz

(
ayip iy o 4y byy by - bln\
. 6121 6122 cee az . _ b b b b ' e 7
SealamatrizF=| . €M, (K), suinversafF~!=["21 72 Tl e M, (K) verificara:
a a eee a
nl n2 nn \bnl bnz bnn)
( )
ayip dpp o 4y by by by, 1 O 0
_ dy; Ay =+ a4y by, b o b O 1 -« 0 :
F-Fl=] < |2 ™2 o Kl R =17 . . |, es decir
a, a a
nl n2 nn kbnl bn2 bnn) 0 0 1
(1. ) (1, ) (1, )
dip Ay vt Ay by, 1 app 4 Ay by, 0 dijp Ay vt Ay by, 0
dyp Gyy = Ay by | _ | O dyp Gyp = gy Dy | | 1| |91 Gy v Ay by | _ | O
Ay App App \bnl) 0 Ay Apo App \bn2) 0 Ay Apo App \bnn) 1

Tenemos n sistemas de ecuaciones, cada uno de n ecuaciones y n incognitas’, teniendo todos ellos la misma matriz del sistema.
Si todos ellos son compatibles y determinados, tendremos una (Unica) matriz inversa:

F esinvertible < r(F)=n

" Las n incognitas de cada sistema los elementos de una de las columnas de F~!
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Para resolverlos, podemos hacer la misma secuencia de operaciones elementales en cada uno de ellos

y resolverlos simultaneamente:

ajp Ay o 4|1 0 1 O
dyp dpp = Ayl O 1 0 N 1

: : . N 0 :
L S R 2 PR B | 0 1 0 0

— O O O

bll b12
b21 b22

b,, b,

nl

Inversa de la matriz de un sistema de ecuaciones

Dado el sistema dado por FeM, ., (K) : F-x=b

Si la matriz F admite inversa (y tiene por tanto rango n) se verifica:
Fl.(F-x)y=F1-b F 1. Fy-x=F"'1.b Ly, x=F1-b

esdecir x=F1.b
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Ejemplo:

Calcular la inversade A = (i ;)

X X
-1 _ 1 2
Llamemos A~ = <x3 x4>

Se verificara:

y los resolvemos simultaneamente:

= A :»A—1=<

10|-1/2 Xy =—1/2

"

10|32 xy=3/2
01| =2 Xy=—2
0
1

O De manera mas rapida y practica:

2 111 0 2 1{1 O 2 0] 3 -1
4 310 1 0 1]-2 1 0 1I|-2 1

1 0|32 —122 o
<o 1‘—2 1) = A _<
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Matriz cuadrada:

Diagonal principal de F e M

Matriz diagonal F e M

n

Matriz identidad /, e M

xn

nxn

nxn

[<):

(K):

(K):

Ampliacion de conceptos de matrices

FeM . (K)

nxn

Ay, Ay, =5 Ay,

Vi,je{1,2,,n}i#tj = a,=0

J

matriz diagonal que ademas Vi € {1,2,---,n},q; =1
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Matriz triangular inferior F e M, , (K): Vie{l.2,--,m},Vje {12,--,n},i<j = a;=0
(% 0 0)
* 0 0 0 0 xox X
O 0 O 0 0 .
ol ) 0 M
*x *x *x 0 0 * * *
: : *
(kK * )
Matriz triangular superior F € M, ., (K): Vie {1,2,;--,m},Vj€ {1,2,:,n},i>j] = a;=0
(% % - %)
* * * K Kk ook o
0 X roxo ok 0 0 *
' - * 0 0 0
0O O *x * : 0
\ 0 0 0)
Matriz triangular unitaria F € M, , . (K): matriz triangular que ademas Vi € {1,2,---, min(m,n)},a; = 1
(1 0 - 0) (1 % %)
1 0 0 0 * o ? 1 % * * * ? : *
1 0O O 0 ' : 1 ' :
f : : . 0 * K 1 . * * : 0O O 1
*x *x 1 O 0 * o * 0O O 1 % * O 0 0
: * : 0
(*x % * ) \0 0 0
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k —

Potencias de matrices Fe M, (K)": F?=F.F F3=F.F=F.F.-F F‘=p-l.F=F.F....F (k €N)
— k —
F?=F"'.F! Fr=p &b . pl=p-l. p-l o (k €N)
TPotencias negativas solo si F es invertible FO = I, Vk,l e Z, F** = Fk. F!

Matriz transpuestade F e M, ., (K): FT e M, ., (K) Vie {1,2,---,n},Vj € {1,2,---, m}, blj = a;,
’ \ (*x  *  K)
* © b & OO0 ~ 0O
* © D &
F = Z v = Fl=|: & =~
‘O - @8 S
\ / ® ® - ®,
Matriz transpuesta hermitianade F e M, . . (C): FH e M,,.,.(C) Vie {1,2,---,n},Vj € {1,2,---, m}, bU = a;
Propiedades:
. (FDOY'=F (FiHH = F
I (F+G)! =F"+GT (F+G)"=F1 4+ GH
1l (aF)! = aFT (aF)! =aFH
V. (F-G)'=GT.FT (F-G)f =GH.FH
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F e M, (K) es una matriz simétrica =
F €M, (K) es una matriz antisimétrica — F=-F"
F eM, ., (C) es una matriz hermitica (o hermitiana) = F=F"
F eM,,, (K) es una matriz idempotente =
F €M, (K) es una matriz involutiva = (= F=F)
Propiedades:
. FeM, (K),GeM, (K),Fsimétrica = G'-F-G &M, es simétrica
. FeM,,,(C),GeM,,, C),Fhermitca = G"-F-G eM,,, es hermitica
. rFeM,, (K — F'-FeM,,, y F-Fl' eM,,, sonsimétricas
V. FeM,,, (K) = F+F'eM,,, es simétrica
V. FeM,,(K) — F-F"eM,,, es antisimétrica
VI. FeM,,, (K) = F = %(F+ F')+ %(F —F") e M,,,

VII. FeM, . (K)invertible

nxn

VII. FeM . (C)invertible

nxn

— FTinvertible y (FT)~! = (F~1YT

— FHinvertible y (Ff)~! = (F-)H
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(£ )
ayp Gy o Gy, k1
. . . . dyy dpyp - O
Matriz particionada por filas: F=1: : ) T = Y F2 con fr =@ dp - Q)
S ) An \me)
a4y aip ay;
. . . . dy; Qyy == dyy ay;
Matriz particionada por columnas: F=|: : ) Tl =(CFr1 ¢k CFn) con cp=| .
Am1 Am2 Amn A
Producto de matrices mediante matrices particionadas: G eM,,,(K),FeM,,,(K),G -FeM,,(K)
(f )
Fl by; biay byan - bya,
fF2 by, byia; byap - byay,
G-F=(Cc1 G = Com |7 |=ca-frtco Trat =+ ComJrm  coifu=|"| @ an = aw=|"270 =0 T
\me) bpi bpiail bpiai2 bpiain
(£ ) (
Jor Jer ¢r Jo1 ¢ o Jor CFn\ a,.
J
f f - C f - C . f - C an - m
G.-F = (.}2 (Cp1 Cpy * Cpp) = G2 . Fl1 JG2 . F2 . G2 . Fn foircr = (by b - byy) - :21 = (bnayj + bpay; + -+ + byay,) = (kgl bl-kakj>
. . . . a"n' -
\pr) \pr " CF1 pr "Cppy o pr : CFn) '
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Producto por matriz columna:
ajp dp
a a
F-x=|7 "%
A1 A2

FeM
aln xl
ayy, X
a X

n

an(K)’ Xe Mnxl(K)’F X € mel(K)

X1
2%)

=(Cr1 Cr2 = Cpn) - | | =XCp + X5Cpy +

X

n

Es una matriz columna combinacion lineal de las columnas de F

(*Q
* O

* ©

Producto por matriz fila: FeM

Y- F=01 Y2 = Yu)-

mxn

D ®) (x
® ® |
5 o

ayp dpp
ay; dpp

Ap1 Ao

Es una matriz fila combinacion lineal de las filas de F

(x O - © ®]

01 Y2 ot Y- * @ @ ® =y1(* ©,

* O - @ ®,

A

* (O
*

O

(K),Y € M, (K),Y- F € M,,(K)

+ 4 X, EB +x

a, (fFI\

“on =01 Y2 Y- ffz

Gmn \me)
D X)+nx O
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Matriz columna unidad:

Matriz fila unidad:

—_ — .

(columna j de la matriz identidad 1)

(fila j de la matriz identidad 1)
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Propiedades:

(0 )

0
ei.ejT= 110

0

\ 0

(0\
0
l(ejT'F)= 1
0
\ 0 )

R

«— 1
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Matrices elementales:

E(a) =

—_ O

e O O —

O O« ~.

S PR

)

0| <

— |

0 «<J

(intercambio de filas i < j de la matriz identidad 1)

(multiplicacion de la fila i de la matriz identidad I, por a # 0)
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1 0
Ej(a) = O O . 1 . f‘ . 0 ! (adicion a la fila i de la matriz identidad I, su fila j multiplicada por a # 0)
0 0 « 0 o 1 o 0]y
0 0 = 0 o 0 e 1
Propiedades:
|.  Las matrices elementales son invertibles: Eijfl =E;=E, E(@) ' =E(a™) Ej@)™" = Ejf-a)
Il. Alintercambiar las filas i, j de F € M,,,,(K) obtenemos: E;-F
lll. Al multiplicar la filai de F e M,,,,(K) por a # 0 obtenemos: E(a)-F
IV. Alanadiralafilaide FeM,,,(K) lafilaj multiplicada por a # 0 obtenemos: Eja) - F

V. Una secuencia de operaciones elementales de fila realizadas sobre Fe M ., (K) es:

mXxn

S-F=E, - -E,-E-F

S=E, - -E-E €M, (K esinvertibley S~' =E " - E;'- - - E!

mXm
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Espacios vectoriales

Espacio vectorial. Ejemplos
Dependencia e independencia lineal
Bases y dimension

Subespacios vectoriales. Operaciones entre ellos
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Seccién 1

Espacio vectorial. Ejemplos

Sean un conjunto 7"y un cuerpo (K, +, - ), a cuyos elementos denominaremos vectores y escalares respectivamente

Definamos una operacion interna + y una externa - :

+: VXY - v KXY - v

(u,v) - w=u+v (a,Vv) - w=av

Diremos que (7, +, - ) es un K-espacio vectorial o espacio vectorial sobre el cuerpo K si se verifican:
l. Yu,veZ u+v=v+u
. Yu,vyvweZ,u+v)+w=u+Qw+w)
. I0e€e 7. Vue 7, u+0=0+u=u
V. Vue?7,3(—v) e 7, u+(—u)=(—u)+u=0
V. YueZ lu=u
VI. Yue 7 Va,p €K a(fu)=(af)u
VII. Yue Z Va,peK,(a+pu=au+ pu

VIII. Yu,ve 7 ,Vae K, a(u+v)=au+av

Noétese que las cuatro primeras indican que (7, + ) es grupo conmutativo
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Espacio vectorial real: cuando K = R
Espacio vectorial complejo: cuando K = C
Propiedades:
l. Yue?, Ou=0
u=lu=0+Du=0u+1u=0u+u = Ou=0
. Vaelk, a0=0
a0=a(0+4+0)=a04+a0 = a0=0
. Yue?, (—u)=(—1)u

u+(—lu=1lu+u=0+F))u=0u=0 = (—u)=(—1Du

Ejemplos:

(R%, +, ) vectores reales en el plano

R+, ) vectores reales en el espacio

(K" +,-) vectores n-tuplas de elementos de K

M5, (), +, ) matrices de m filas y n columnas de elementos de K
L(IK", IK™), aplicaciones lineales f: K" - K"
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Ejemplos:

{0} con las operaciones0+0=0y Va € K,a0 =0

K® = {(ay,ay, - ,a,, - )|a, € K,n € N} (sucesiones de elementos de K) con las operaciones:
(aj,ay, @, =)+ (by,by, = b, )= (ay+by,a,+by, - ,a,+b, )
a(al,az, eee 7a7’l’ "')=(aa17aa2, coe ’aan, ..o)

Kx] = {ag+ ax + a2x2 + -+ anxnlaj ekK,je {0,1,2,---,n},n € NU {0}} (polinomios en x con coeficientes en K), con:

(ag + ayx + - + a,x") + (by + byx + -+ + b,x"™) = (ag + by) + (a; + b))x + -+ + (a,, + b,)x" + a,, 1 X" + -+ + a,x" (sim < n)

n

a(ag+ax + - +a,x") = (aag) + (aa)x + -+ + (aa,)x"

K, [x] = {ag+ a;x + a,x* + - + a,x"|a; € K,j€ {0,1,2,---,n},n <m € NU {0}} (polinomios de K[x] de grado como mucho m)

con las mismas operaciones que K(x)

C([a, b], R) funciones reales continuas definidas en [a, b] con:
Vx € [a,b], (f+g)x) =f(x)+gk)

Vx € [a,b], (af)x) = af(x)
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4 '
aj -x +ap-x+-+ay,-x,=0

Ay X + Ay X+ +ay,-x,=0

El conjunto S c K" de soluciones de un sistema homogéneo - > con las ops. de (K", +, -)

Laml-xl+amz-xz+---+a

Si A es la matriz del sistema: xeS < A-x=0

Las dos operaciones son leyes de composicion en S
xLyeES, A-x+y)=0 = x+yeSs

xeS,aeK A-(ax) =0 = ax eSS
Las propiedades de (K", +, - ) las tiene (S, +, - ) ya que

A-0=0 = 0€eSs

A(=x)=—A-x=0 = (—x) €S
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Seccidén 2

Dependencia e indepencia lineal

Sea 7" un K-espacio vectorial:

Combinacion lineal: v € 7" es combinacion lineal de v, v,, --,v, € 7" < Ja, &y, -, a4, E K, v = qv; + a0, + -+ + 1,
o también: 0=(=Dv+ay +ayw,+ -+

0 es combinacion lineal de cualquier conjunto de vectores: 0 = 0v; + Ov, + -+ + Ov

n

Dependencia lineal:
l. El conjunto de vectores {v,,v,, :--,v,} C 7" es linealmente dependiente o ligado

= day, ay, -+, o € K no todos nulos que av; + ayv, + - + v, =0
Il. El conjunto de vectores {v,,v,, :--,v,} C 7" es linealmente independiente o libre si no es ligado

p— a1V1+a2V2+'”+aka=O:alzazz‘":an:()
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Sistema de generadores:
El conjunto de vectores {v,,v,, :-,v,} C 7" es un sistema de generadores de 7"

= Vwe 7,3a,ay, 0, EK,v =av; + a0, + - + a0

Propiedades:
l.  Sielconjunto V= {v,,v,,---,v} C 7 es ligado, al menos uno de sus elementos es combinacion lineal de los demas
do; #0, jE {1, k}, oy Z0Aav + -+ v +avi+a, v+ +qy=0
— V= - alaj_lvl — = aj_laj_lvj_l — aqu/.—lij e akaj_lvk
Il.  Cualquier conjunto finito V. 7" que 0 € V es ligado
V={0y, v} = VaeK,al+0v,+0v,+ - 4+0v, =0
l1l.  Si el conjunto finito V.c 7" es libre, WC V — W es libre (W= {v,vy, v} TV =Av, vy, 0,15, 1))
Si Wfuese ligado, V lo seria tambien:  Ja; #0,j € {1,--,1} vy + - +ay;+ - +ay+0vy + - + 01, =0
V. Si el conjunto finito V.c 7 es ligado, Vc W — W es ligado
V. V={v}eslibre < v#0

vVEOAay =0 = a=0

v=0Alv =0
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Ejemplos:
En K" cualquier conjunto de mas de n vectores es ligado
Sea V= {VI’VZv e,V )ale {1727"'an+1}

ne vn+1}, con Vl = (Vll’ V217 cee, VY

ni

La expresion ayv, + -+ + a,v, + @, ,v,,; = 0 s equivalente a un sistema homogéneo cuya matriz del sistema tiene como columnas
los vectores de V:

Vit V2 7 Vintl

Var Vot Vongd
A=22  e M ()

YVl Y2 " Vantd

y su rango verificara RA) <n<n+1 = El sistema homogéneo asociado a A es compatible indeterminado y V es ligado

En K" cualquier conjunto libre con n vectores es un sistema de generadores de K”
Sea V= {v,v,,-,v,} libre, Vv € K" el conjunto {v,v,v,,:--,v,} es ligado y

O=av+ay +——+ay, = a0 Av=ay,+-+av

n

"Sifuesea =0 = da; #0,j € {1,--,n} AOV + vy + -+ + v, = 0y V seria ligado
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Los polinomios {1,x, x?, ---,x"} C K(x) forman un conjunto libre
al +ax+ - +ax"=0 = aqy=a;=-=a,=0

T El segundo miembro de la igualdad representa al polinomio 0 € K(x)

Las funciones {1,x,x*} c C([—1,1],R) forman un conjunto libre
apl +ax + a3 =0 = qy=a;=a, =0

t El segundo miembro de la igualdad representa la funcion 0 € C([-1,1],R) que Vx € [—1,1], 0(x) = 0. No confundir esta igual-
dad con la ecuacion a,1 + a;x + a,x* = 0 que puede verificarse para un maximo de dos valores de x € [—1,1]

Las funciones {1, sin? x, cos®> x} ¢ C([—x, z], R) forman un conjunto ligado

(—D1+ 1sinx+ 1cos’x =0
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Dependencia lineal en conjuntos numerables:
.  El conjunto de vectores {v,,v,,:--,v, -=-} C 7" es linealmente dependiente o ligado

= Algun subconjunto finito {v;, v,, -+, v,} es ligado
Il. El conjunto de vectores {v,,v,, -+, v, -} C 7" es linealmente independiente o libre

= Todo subconjunto finito {v,, v,,---,v,} es libre

Ejemplos:
{1, sin x, cos x, sin 2x, cos 2x, ---,sinnx,cosnx, ---} C C([—x, z],R) es libre
{1,e/x e ... em* eJn*...} ¢ C([—-nr,nx],C) es libre

2

{1,x,x°, -, x", .-} C K[x] es libre
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Seccidon 3

Bases y dimension

El conjunto de vectores B = {v;,v,,-:-,v,} C 7" es una base del K-e.v. 7

B es libre
B es sistema de generadores de 7

SiB={v,v,,--,v,} esunabasede 7'y Vv e 7,3a,a, -, a,v=aV,+a,+ - +a

Y

n

Se denominan componentes o coordenadas de v respecto de la base B a los escalares a,, a,, -+

Son Unicas

V=o v, + v, Av=apvi oo, + e+ apy, = 0=(a—apvy+ (@ —ax)vy + -+ (a,— )y, = Vie {l,-,n},q

n'n

Escribiremos las coordenadas de v € 7" respecto de la base B con latupla (a;, a,, -+, a,) € K"

Dada una base B podemos definir la funcion (biyectiva) de coordenadas: c¢z: 7 —» K" que Vv € 7, c3(v) = (ay, ay, -+, @)

" Para escribir las coordenadas del vector respecto de una base ha de consignarse un orden para los elementos de esta
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Ejemplos:
0 .- 0), esunabase de K"

B.={e}, ey, ¢,},cone =0 - 0

B. = {1,x,x% -,x"} es una base de K [x]

1 0 - 0 0O 1 - 0 0o 0 - 1 0O - 0 0O 0 - 0
s=1| Y 0 T T Y T Tt D T T T Y|t D D[ esbaseden, 00
0O 0 - 0 0O 0 - 0 0O 0 -- 0 0O 0 -- 0 0O 0 - 1

Las coordenadas del polinomio 1 + x + 3x* € (Z5)9[x] respecto de la base B, son el vector (1,1,3,0,0,0,0,0,0,0) € Zéo

Las coordenadas del vector (1,2,3) € R? respecto de la base B_. son él mismo

1 3

Las coordenadas de la matriz <2 1

> € M,,,(R) respecto de la base B, son el vector (1,3,2,4) € R*
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Proposicion:
Si el K-espacio vectorial 7" tiene una base B con n elementos, cualesquiera n + 1 vectores de 7 son ligados

Sea la base B = {v|,v,,---,v,} Y los n + 1 vectores cualesquiera de 7" w;, w,, ---, w,, W,

wp o = ot ayvyt e o,
Wy = apVptanvt e+ qpy,
Por ser B base de 7~ - : Para que sean ligados yw; + yowy + -+ + y,W, + ¥ 1Wpe1 = 0
w, = apVta,v,+ - +a,v,
(Wntl = XppVi T Vot o T 01V

Es decir:
V(o vy + @ vy + -+ v) + ra(apvy + apvy + s+ @pv) + o Fyav + ag v+ @) F 1@ v oV s a0 v,) =0

(ylall + 10y + o 7,0, T V0 n+l)vl + (]/1(121 + a0y + o+ Y00, + }/n+1a2n+1)v2 + et (ylanl + o, t+ - +y,a,,+ yn+1ann+l)vn =0
Por ser B base (y por tanto libre):

)
o+ napn + e+ y,0, V0, =0

Ari + Voly + =+ + ¥, + 7, 1Ay, 1 =0 . , . .
N1%1 T %2 In%an T Yne1%2n41 Sistema homogéneo con n ecuaciones y n + 1 incégnitas y;, i € {1,2,--,n+ 1}

L 7101 + V2% + et Yn%un + }/n+1an n+l = 0

Como rango < n < n + 1 el sistema es compatible indeterminado y los vectores w;, w,, -, w,, w,,; son ligados

Corolarios:
Si el K-espacio vectorial 7 tiene una base B con n elementos, cualesquiera m (m > n) vectores de 7 son ligados

Si el K-espacio vectorial 7" tiene una base B con n elementos, cualquier conjunto libre de vectores tiene como mucho » vectores
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Teorema:
Todas las bases de un K-espacio vectorial Z° poseen el mismo numero de elementos
Sean las bases B = {v|, v, ---,v,} Y B = {v{, v}, -, v, }

m

Bbase AB'libre = m<n
. —> m=n
B'base ABlibre = n<m

Llamamos dimension del K-espacio vectorial 7" al nimero de vectores de una cualquiera de sus bases - dim(%")

Ejemplos:
dim({0}) =0
dim(K") = n

dim(K [x]) = n + 1

dim(M,,,..,(K)) =mn

Decimos que un K-espacio vectorial 7" es de dimension infinita si se puede encontrar un S ¢ 7 no finito y libre

Ejemplos:

C([—rm,x],R) C([—r, x], C) I<[x]
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Proposicion:
En un K-espacio vectorial 7" de dimension n, todo conjunto libre que tenga n vectores es una base de 7

Sea el conjunto libre {u,u,,---,u,}, Vv € 7" el conjunto {v,u,u,,---,u,} tiene n + 1 vectores y por tanto es ligado

da,ay, -0, €K, av+au + - +au,=0 y a#0 (si fuese a =0 {uy,u,, ---,u,} No podria ser libre)
v=—alou ——alau, ({u,u, -, u,} s un sistema de generadores de 7)
Teorema:

En un K-espacio vectorial 7 de dimensién n, todo conjunto libre de vectores puede completarse para obtener una base, es decir
si {uy, uy, -+, }, k < n, es libre, existen n — k vectores u ;, ---,u, € 7 de modo que {u, u,, -+, uy, U, 1, -+, 4,} €S una base de 7

Dado {u,, u,, -, u,} siempre podemos encontrar algun vector linealmente independiente con ellos, ya que de lo contrario
{uy,u,, -+, u,} seria una base, lo que contradice que k < n. Sea u,, , ese vector. Repitiendo el razonamiento para {u,, uy, ---, uy, u;, | }
llegaremos a encontrar n vectores linealmente independientes, que han de ser necesariamente base
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Lema:

En un K-espacio vectorial 7" de dimension n, si el conjunto {u,, u,, -, u, u,, -+, 4,,,} €S Un sistema de generadores de 7"y los vec-

tores u, ,, ---, u,, SOon combinacion de lineal de los vectores u,, u,, ---, u;, entonces {u,, u,, ---,;} €s un sistema de generadores de 7
Por ser {u;,u,, -, u, u_, -, u,} sistema de generadores de 7" YWWeT, v=au+ - +ou+ o+ +a,u

m-m

Uy = AUy + 000 Op iUy
Por ser los m — k ultimos combinacion lineal de los k primeros: :
U, = Ayl + oo+ gl

SUStItuyendO Yv € %, Vv = ol + -+ o U, + (xk+1((11 k+141 + e+ akk+11/lk) + e+ Otm((ll m + e+ akmuk)
vV =(a + QO gy o+ @0 )iy o (O + G O gy o 0,0

Es decir {u;, u,, ---,u;} €s un sistema de generadores de 7"

Teorema:

Si S es un sistema de generadores de un K-espacio vectorial 7° de dimension n, podemos encontrar un subconjunto de S con n
elementos que sea una base de 7/

Elegimos u, € S, u; # 0. A continuacion elegimos u, € S con {u,,u,} libre. Suponiendo elegidos {u,, u,, ---,u,}, elegimos u,,, € S de
modo que {u,,u,, -, iy, 1y, } Sea libre. Se repite este proceso hasta que sea imposible afiadir un nuevo vector de S que sea lineal-
mente independiente con los obtenidos {u,, u,, -, u,,}. Este conjunto sera sistema de generadores de 7 (lema anterior) y por
construccion, libre. Por tanto sera unabasey m =n
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Cambio de base

Sean B = {v|, vy, ---,v,}, B" = {v{,v3, -+, v,} bases del K-e.v. 7, denominadas base antigua y base nueva respectivamente

Podremos escribir, por ser B base de 7

vi=apv;+a v+ +a,v, ay, ap v a,
Vh = AoV F+ AygVy + - +a oV . . . o |92 @ a
27 Tz 2R "2'ny denominaremos matriz del cambio de basede BaB'a ME =| ' 7 2n
Vlil = di,,1 + a,, Vs + -+ a,.Vu a,1 Aa» oo aun
Y analogamente, por ser B’ base de 7
V= apvi 4 ayvs+ e+ ap, (afy aiy - ajy)
V) = a(pVi + ayVvy + o+ asv, : : : ay, Ay - a
27 T TR "2ty denominaremos matriz del cambio de basede aBa ME=|" "2 T
Vn = ClinVi + aénvé + e+ ar,znvr,z \ailil ar,z2 ar/m}

Notese que la columna i de M5 son las coordenadas de v/ respecto de los vectores de la base B
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Ambas matrices de cambio de base son invertibles y M2~ = Mg

_ / / / / / / . /
Vl —_ Clllvl + a21V2 + cee + anlvn — all(allvl + cee + anlvn) + cee + anl(alnvl + cee

Vo = appVy+anvs+ o +anv,

v, = aVv+ayvs+--+a,,v, =apla,v,+-+a,v,)+- +a,lla,+

Y como las coordenadas respecto de una base son Unicas:

/ / —_
apap + - +apa =1

/ o
a,1dm + e+ Appdy = 0

/ / —_
apdyp+ -+ apa, =0

/ / —_
Ay iy + -+ + ay,a,, =1

(

a, aj, + - +a,,a,=0 ay dp o A | %
: dpy Ay =ty a,

obien: | T 7 . el B

Ay App "t Ay, \al’il

/ /A
andy, + o+ A1y = 0

/ [
a,ay, + - +a,,aq,,= 1

Es decir:

111

ap(ay vy + - +a,v,) + - +apn(a,v + -

n
abreviadamente: Z aika,;j =
k=1

/
i

/
25%)

/
%)

+a
+a

+a

anVe) = (apag t o +aga)vy + o+ (aya,, +
anVe) = (@pap + o+ agpa)vy + -+ (apa,, +

nnvn) = (ainall + -t ar/maln)vl + -t (ainanl + -

{

Isii=j
0sii#j

[E—

ME - M5 = I, de lo que inmediatamente se deduce MZ ' = MBy M5 = M¥

cee = O

/
i o anlann)vn

/
il o anZann)vn

/



Teorema (cambio de base):

Seaelvectorve 7,y B = {v,v,, -, v,}, B = {v{,v}, -+, v,} bases del K-e.v. 7 (base antigua y base nueva)

a aj

Denominemos Vy=| : |y Vy =| : | alas coordenadas de v respecto de la bases B y B’ respectivamente
an a,;

Se verifican: Ve=ME -V y Ve =MB.-Vy (Vg=ME" .V

Siendo B, B’ bases de 7" podremos escribir

] @
v=oyv + - +a,y, Ve=1: v=oav+ - +ay, Vg =
an (l/

v=ay(a;v;+a v, + - +a,v,) +aa,pv, + arv, + - +a,v,)+ - +aa,v, + ar,v, + - +a,,v,)

_ / / / / / / / / /
— (Cl“a] + Cl120{2 + °ee + a]nan)vl + (6121611 + Cl220(2 + °°c + aznan)V2 + °ee + (an]al + an2a2 + cee + ann(){n)vn

Al ser las coordenadas respecto una base Unicas:

N

_ / / / /
ap = a0y +apo, + - +apgo, a, app ap vt apy, aj
/ / / /
Ar = ar Ay F+ arrath + - +a,.a . %) dy; dp) as a
2 2101 2? 2 2n% | o bien: 2| 2 : n 2
a, = anlai + anzaé + e+ annai,a ) a, ay; dup 0 Ay, \a””
Es decir: Ve=ME.V al ser M2, M8 inversas: Ve =MB.V
: p=Mpg Vg Y » Mp : p = Mp - Vp

Las coordenadas de v respecto de la base B pueden obtenerse multiplicando la matriz de cambio de la base B a B’
por las coordenadas de v respecto de la base B’
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Secciéon 4

Subespacios vectoriales y operaciones

Un subconjunto W ¢ 7" del K-e.v. 7" es un subespacio vectorial de 7" si W es un K-e.v. con las operaciones definidas en 7

W#o
W C 7" es un subespacio vectorial de 77 = Vu,ve Wou+vew
Yue WVaekKaueW

Subespacios impropios de un K-espacio vectorial 7 {0} y v

7 es K-e.v. de dimension finitan = la dimension de cualquier subespacio de 7" no supera a n
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Ejemplos:

Todas las rectas y planos que pasan por el origen son subespacios vectoriales de R?

K,,[x] es un subespacio vectorial de K[x]

Siendo S = {u;,u,,---,u,} un conjunto de vectores de un K-e.v. 7/, el conjunto

L(S) = {au; + a,u, + ---a,u, |a;,a, -, a, € K} es un subespacio vectorial de 7" denominado subespacio generado por S

El conjunto S c K" de soluciones de un sistema homogéneo es un subespacio vectorial de K". Su dimension es r = n — r(A)

~

Clll'X1+a12'.xZ+"‘+a1n'xn=O

Ari X1+ arr X+ +a,, -x, =0
J 21 1 22 2. 2n n . JCES - A~x=0

A, X +a,, X+ -+a,, -x,=0

" J
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Analogamente, todo subespacio vectorial de K" puede expresarse por un sistema homogéneo. Veamos un ejemplo:

Sea V el subespacio de R’ que tiene como base {(1,2,0,1,0), (1,1,1,1,1)}, formada por los vectores e, €
Dado cualquier vector x = (x;, x,, X3, X4, X5) € V el conjunto de vectores {e;, e5, x} debera ser ligado y tener rango 2

Por tanto la matriz formada -por columnas- con las coordenadas’ de esos tres vectores tendra rango 2:

(1

S = O N
O Y S S =Y
=
w0

Obtenemos una forma escalonada de esa matriz_

(1 1 x) (1 1 X ) (11 x ) (1 1 X, )
2 1 x 0 -1 x,—-2x 01 2x—x, 0 1 2x; — X,

0 1 x; - |0 1 X3 — 0 1 X3 — 0 0 —2x;+x,+x3
I 1 x 0 0 x4—x 0 0 —x;+x4 0 0 =X+ Xy

\0 1 Xs) \0 1 Xs \0 1 Xs ) \0 0 —2x;+x,+ Xs)

—le +X2+.X3 =0
para que tenga rango 2, ha de verificarse el sistema homogéneo: —x;+x,=0
—2x1 +x2+x5 =0

" Nétese que respecto de la base candnica de R, el elemento x = (x, x,, X3, X;, X5) S€ escribe x = x,e; + xye, + x3e3 + x84 + X585 Y
sus coordenadas respecto de esa misma base son c (x) = (x, Xy, X3, X4, Xs)
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Operaciones con subespacios vectoriales:

Sean U,W c 7" subespacios del K-e.v. 7/, los siguientes conjuntos:

. UnW={reZ||lveUAv e W} Interseccion de los subespacios vectoriales Uy W
. U+W={u+wl|lueUAwe W} Suma de los subespacios vectoriales Uy W

son subespacios vectoriales del K-e.v. 7

x,yeUnNnW = x,yeUAx,yeEW —= x+yeUAx+yeW = x+yelUnW

xeUnNW —m xeUANxeEW — axeUAraxeW — axeUnW

x,yeU+W — x=x,+x, Ay=y,+y, = x+y=x,+y)+x,+y,) = x+yeU+W
x,€UNx, ,EW v,€UAy, €W x,+y,€UAx,+y, EW)

xeU+W = x=x,+x, = ax =(ax,)+(ax,) = axe U+ W
x,€UAx, EW ax,€Unax, eW

La unidn de espacios vectoriales UuUW = {v € Z'||v € U vv € W} no es, en general, subespacio vectorial del K-e.v. 7
(Contra-)ejemplo: En R? la unidn de los subespacios:
P, ={(x,y,2) € R¥||x+y+2z=0)} y P, ={(x,y,2) € R3||x =0} no es subespacio vectorial de R*

(1,L1,-2)eP,A0,1,)eP, = (1,1,—-2),(0,1,1) eP,UP, y (1,1,=2)+(0,1,1)=(12,—1)¢&P,UP,
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Proposicion (fdrmula de Grassman):

Sean U,W c 7" subespacios del K-e.v. 7" de dimension n. Se verifica: dim(U + W) =dim(U) + dim(W) —dim(U N W)
Seandim(U) = n, dm(W)=mydm(UnW)=r y {e,er,++,e,} unabasede UNn W

Completamos dicha base para formar bases de Uy W a partir de ella (afadiendo n — r y m — r vectores respectivamente)
By = {ey, ey, - e up,,u, .} By ={e e e, w, o w, }

Sea el conjunto B = B, U By, = {ey, €5, -+, €, Uy, =+, U,_,, Wy, ==+, w, .}, formado porr + (n —r)+(m—r) =n+m—r vectores

s Wn—ps

l. By U By, es sistema de generadores de U + W

xeU+W = x=x,+x, = x=x,e+ X, +X U+ +Xx,,_U,_.+Xx,€ + - -X,€+x W+ +x, W

ur™r u un—r"n—r wrer w wm—r" m—r
x,€UNx, eW

—> x = (X, +x,0)e; + (X, + Xy )e XUy X+ X Wy e X W —> x € L(By; U By)

un—r*n—r wm—r"m—r

II. Beslbre

Sea aje; + - +ae,+pu + -+, +yw + - +7,_,w,_, = 0y podemos escribir:

aep+ - tae, +ﬁlu1 + - +ﬁn—run—r ==Y YWy = €+t e, +ﬁlu1 + - +ﬁn—run—r ceUnW
— p=--=p,_,=0 quedando ae + - +ae. +yw + - +7,_,w,_, =0y al ser By, base:
alz---zarzylz---zym_rzo

Por tanto B =B, UByesunabasede U+ W y dm(U+W)=n+m—r =dim(U) + dim(W) —dim(U N W)
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Suma directa:

Un K-espacio vectorial 7 es suma directa de dos de sus subespacios U,W C 7"
1.7=U+W
2. UNnW= {0}

y escribiremos 7= U @ W. Se verifica que: dim(7") = dm(U @ W) = dim(U) + dim(W)

Ejemplos. En R*:
Sean P,, P, planos que pasan por el origen y se cortanen larectaR =P, NP,

dim(P, + P,) = dim(P,) + dim(P,) — &im(P, N Py) =2 +2—1 =3 — R3=P, +P,

Sean P un plano y R una recta no contenida en él que pasan por el origen

dim(P + R) = dim(P) + dim(R) —dim(PNR)=2+1-0=3 — R3=P®R
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Proposicion:

7V =UW = Vwwe?Z,AuelU,AlweW,v=u+w

VEZ Av=u+wAv=u+w = u+w=u'+w = u—-u'=w—-w, = u—-uvelunw-wew
— u—-uelnWAaw -welUnW UnNnW={0} = u-u=w—-w=0 = u=u'Aw=w

veUnNW = v=04+vAv=v+0 = v=0 Estoes: Un W c {0}. Como {0} c Un W tenemos que Un W = {0}

Definiciones:

Sean V|, V,,-,V, C 7" subespacios del K-e.v. 7/, los siguientes conjuntos:
. VinV,n--nV, ={ve?||Vie{l,-,n},veV]
. Vi+V,+-+V, ={vi+v+ - +v,||Vie {l,--,n},v, €V}

son subespacios vectoriales del K-e.v. 7

La suma de los subespacios vectoriales V|, V,, .-,V se dice que es suma directa, que escribiremos 7 =V, @V, & - @ V, si
Vwwe?7,3lvieV,Iv, eV, Ay, €V, v=v+r+ -+,

y se verifica: dim(V, ® V, ® --- ® V,) = dim(V;) + dim(V,) + --- + dim(V,)
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Composicion de aplicaciones lineales
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Seccién 1

Aplicacion lineal entre espacios vectoriales

Sean los K-espacios vectoriales 7'y 7. Diremos que una aplicacionf: 7 — W

Vu,ve 7, f(u+v)=Ffu)+f(v)

es una aplicacion lineal <
P { Vve 7 ,Va ek, flav) = af(v)

Ejemplo:
D : K[x] = K[x] D(py+ px +192x2 + - +p,xX")=p;+2pyx + - + npnx”_1
(alternativamente puede definirse D : K, [x] - K[x] D:K,[x] - K,x] oincluso D:K,[x] - K,_[x])

Propiedades:
. f(0)=0
f(0)=f(0+0)=/(0)+f(0) = f(0)=0

. VveZ,f(-v)=—-fv)

JE) == = (=Df ) = - fv)
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V C 7" es subespacio vectorialde 77 = f(V) C #  es subespacio vectorial de %

wi,w, €Ef(V) = v, €V, f(v) =w Af(p) =w, = {

W C % es subespacio vectorialde # = f~{(W)cC 7 es

v ELTIW) = f(n), f(n) EW = {

dim(V) =k = dim(f(V)) <k

B = {e, -, ¢} base de 7 — YWweZ ., v=ve + -+

wi+w, =f(v)+f ) =fv+v)Avi+v, €V = w +w, €f(V)
aw;=af(v) =flav)Ahavie€V = aw,; € f(V)

subespacio vectorial de 7

fOD+f) =fr+n) EW = v+, €fTI(W)
af(v) =flav) e W = ay, ef‘l(W)

Vi€k = f(v) =f(vie; + --vie) = vifle) + - + v f(e)

= f(v) € L({f(e)), f(ey), -+, fle}) =f(V) = dim(f(V)) <k
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VI. B={e e, ,e,} basede 7'y {w,,w,,---,w,} vectores cualesquiera de 7" = existe una uUnica aplicacion linealf : 7" - W
f(el) = Wl /\f(e2) = W2/\ ha /\f(en) = Wn

Sean: {u =we + -u,e, €7

Definamos f de modo que flep)=w A fle)) =wy A= Afle) =w,
V=ve + e, €

f(l/t) :f(ulel + e+ unen) = u]f(el) + -t unf(en) = uwy + - +u,w,

i ,
Se verificara { f(V) =f(V1€1 + o+ Ve) = Vlf(el) + e+ vnf(en) = VW F e VW,

fwu+v) = flue +-ue, +vie +--+ve)=f(u +v)e + -+ u,+v,)e,

= (U +vpw; + -+, +v w, =uw; + - +uw, +viw; + - +vw, = f(u)+f(v) (fes lineal)

flau) = flaue; + -+ + au,e,) = auyw, + -+ + au,e, = a(uyw, + -+ +u,w,) = af(u)

Supuestas dos aplicaciones lineales f, ¢ que satisfagan f(e;) = g(e;) = w; A f(e,) = g(e)) =wy A === A f(e,) = g(e,) =w,

f)=fvie + - +ve)=vfle)+ - +v,f(e,) =viw+ - +vw, =vgle)+ - +vg(e) =glve+- - +ve)=gW)

VII. {v},v,, -, v} ligado = {f(v)), f(vy), -, f(v,)} ligado

da; # 0,0y + -+ + AV + oV = 0 = o f(v)+ -+ ajf(vj) + o f(v,) =f(0) =0 A a; F 0

VL. {£(v)), f(vy), =+, f(v)} libre = {v, vy, -, v} libre
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XI.

{(vi, vy, ==+, 1.} libre, f inyectiva = {f(v), f(vy), -, f(v,)} libre

afovp+-+af(v)=0 = flapyv,+-+v)=0 = agy+-+4,=0 = a=-=a,=0

{vi, vy, -+, 1} Dase de 77, f sobreyectiva — {f(v)), f(v,), -, f(v;)} sistema de generadores de 7"

VweW,dv=apv, + -+ v, w=f) =flay + -+ ) = o f(v) + - + a f(v)

{vi,v,, -+, v} Dase de 7/, f biyectiva — {f(v), f(vy), -, f(v,)} base de %

f inyectiva = {f(v)), f(p), -, f(v;)} libre

f sobreyectiva — {f(v)), f(vy), -+, f(v;)} sistema de generadores de 7%
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Seccidén 2

Representaciones matriciales de una aplicacion lineal

Sean los K-espacios vectoriales 7'y %'y la aplicacién lineal f: 7 - W
Sean dim(?7") = n, dim(#") = m, By, = {v,,---,v,} base de 7', y By, = {wy, ---,w,,} base de %
rf(vl) EW = f(v) =a;w;+aw,+ - +a,w,

< fW) €W => f(vy) = appw; + aypWw, + -+ + amZM}.m = f(v) = flav, + a,) = a f(v) + a,f(v) y sustituyendo

fo)eWw = f(v,)=a,w +ayw,+ - +a,w,

"

fv)y=a,f(v) + -, f(v,) = a(aw, + -+ +a,w,) + -a,(a,w, + - +a,,w,) =(a,+ - +aa,w + - +(a, + - +aa, )W,

dyp dip o Ay
: - dpy dpp v dyy , ST
Sidenominamos a F =| . . .| €M, () matriz de la aplicacion lineal f respecto de las bases B,y By,

A1 Gma 0 Apy
DI b a
dpp dpp v gy ) -

cg, (fO) =1 . : . A R Es decir cg (f(v)) =F-cg (v)
Am1 A2 Amn a,

Notese que la columna j de la matriz F son las coordenadas respecto de la base B, de la imagen del vector v; de la base By, f(v))

Obtenemos las coordenadas de la imagen f(v) respecto de la base B;,- multiplicando la matriz F por las coordenadas de v respec-
to de la base B,
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Toda aplicacion lineal entre [K-espacios vectoriales de dimension finita puede representarse mediante una matriz respecto a dos
bases dadas.

Analogamente, dadas dos bases de un par de K-espacios vectoriales de dimension finita, n y m, toda matriz de M
senta a una unica aplicacién lineal entre ambos espacios.

(K) repre-

mXxn

Llamando (7', %) al conjunto de aplicacioneslineales f: 7 - % (fe (7, %) ,dm(7") =n Adim(%") = m ) podemos definir
+: (7T W)X (P, W) > (VW) Vi,e e (7, W), Vx e 7, (f+ g)x) =f(x)+ gx)
KXWV, W) > (P, W) Ve ll(7,%),Va e K,Vx € 7, (af )x) = af(x)

Podemos comprobar que efectivamente (f+ g) y (af) son aplicaciones lineales y que L(7", ") es un [K-espacio vectorial

Entre los espacios vectoriales L(7', %) y M,,.,(K) existe una aplicacion (lineal) biyectiva

Se verifica ademas que dim(L(7", 7)) = dim(M,,,,(K)) =m - n
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Cambios de base en aplicaciones lineales:

Consideremos los K-espacios vectoriales 7'y # vy la aplicacion lineal f: 7" — %', siendo dim(%7") = n, dm(%') = m
Sean By, = {v,---,v,} base de 7, By, = {w,,---,w,,} basede #'y F e M, .., (K) la matriz de f respecto de ambas
Consideremos otra base de 7', By, = {v{, -+, v,}, y otrade %", By, = {wy, -, w,,}

Llamemos Ml’f’W y le'W las correspondientes matrices de cambio de base:
v w
. Dado v € 7" llamemos ¢, a sus coordenadas respecto a B, Y ¢, a sus coordenadas respecto a B;, c, = le?‘/ o
v
. B!
. Siendo w = f(v) € 7" llamemos c,, a sus coordenadas respecto a By, Y c;, a sus coordenadas respecto a B, ¢ =My - c,,

- La relacion entre ambas coordenadas es ¢, = F - ¢,

A By 1 _ By o ByN—1 . . aqBy .
Podemos eSCFIbII’MBW e, =F-Mp"-c, = CW_(MBW) F-M,”-c,

Si denominamos F' la matriz de f respecto de las bases Bj, y B;,, se verificara c|, = F' - ¢, y por tanto:

F'=Mg")™ - F- M7
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Y w=f(v) W

/ VECTORES \

/ COORDENADAS \

: B; B;
En este esquema M, se refiere a Mg”y Mya My

128



Ejemplo:
Considere la (aplicacion lineal de) simetria respecto al plano P = {(x,y,z) € R*|x —y + 2z = 0}
Encontremos la matriz de esta aplicacién lineal respecto de la base candnica (tanto en el dominio como en el codominio)

Una base de R® para que es sencillo encontrar las imagenes de sus vectores es B’ = v} ={(1,-1,2),(1,-1,-1),(2,2,0)}
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fop)==—v=(=11,-2) J) =n,

={,-1,-1)

fvy) =v;=(2,2,0)

La matriz de f respecto de esta base B’ esta formada por las coordenadas (columnas) de f(v,), f(v,), f(v;) respecto de esta base:

f(vl) _Vl = (— 1)V1 + OV2 + OV3
f(Vz) = V2 = Ovl + 1V2 + OV3
f(V3) = V3 = Ovl + 0V2 + 1V3

-1 0 0
FF={0 10
0 01

La matriz del cambio de base, de la base candnica B = {e,, ¢,,¢;} a la base B’ = {v,,v,, 5}, esta formada por las coordenadas

(columnas) de v, v,, v; respecto de la base canonica

v = (1,-12) = leg+ (=1De,+ 2e;
V2 (1,— 1,— 1) - 161+ (_1)e2+ (_1)63
V3 = (2,2,0) =  2e+ 2e, + Oes

La relacion entre la matriz pedida F'y las obtenidas arriba es

I 1

2 ~1
F=M§’-F'-(Mg’)—1=<—1 ~1 2)-(0
2 -1 0 0

Por tanto, respecto de la base candnica:

F=M§" F-M;

0 0
I 0]
0 1

N

w
w

-~

2

|

2

1

2

2

2

2

1

B/
MB

I 1 2
-1 -1 2
2 =10

lo que puede escribirse:

\
W= W]

r
I

W

Wl Wi W=

fx,y,2) = (

Xty -z Xty =z, =X+ =y ——
3T T3N3 TRe T TY 3Z)

130



Seccidon 3

Nucleo e imagen de una aplicacion lineal

Sean los K-espacios vectoriales 7'y %'y la aplicacién lineal f: 7 - W
Nlcleode f: N(f) =ker(f) = {v e Z|f(v) =0}

Propiedades:
. Oeker(f) (ker(f)# D)
f(0)=0 = 0 € ker(f)
ll. ker(f) C 7" es subespacio vectorial de 77
vow Eker(f) = f)=0AfW) =0 = fO+w)=f0)+fW)=0+0=0 = v+w € ker(f)
veker(f) = f0)=0 = flav)=af(v)=a0=0 = av € ker(f)
lll.  fesinyectiva < ker(f) = {0}
f(0)=0A finyectiva Av € ker(f) = f(1)=0 = v=0 => ker(f) = {0}

ker(f)={0} A fv)=f(w) = fV)—f(w)=0 = fv—w) =0 = v—weker(f) = v—-w=0 = v=w
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1 11 1 1
Ejemplo: Encontrar el nicleo de la aplicacion lineal ¢ : R> — R?, cuya matriz (respecto lab.c.)es T = <0 1 0 -1 1)
1 01 2 0

Se trata de encontrar los vectores v = (v, v,, v3, vy, v5) tales que #(v) = 0, es decir:

(V)
1 11 1 1 V2 0
T-v={010 -1 1]-|»]=1{0
1 01 2 0 V4 0
Resolvemos el sistema homogéneo de 3 ecuaciones y 5 incognitas:

I 1T 1 1 1 I 1 1 1 1 I 11 1 1 I 11 1 1 1 01 2 O
o1ro0-1r1714-¢t01r o -1r 1r})-ft0610-r1yJ—-1010 -11)—-1010 -1 1
1 01 2 O 0O -1 0 1 -1 010 —-11 000 O O 000 O O

(v, = —v =2y, = —A-2u Y (=24 (2 (-24) (o) (1) (=2} (o)
Vo = Vg4 — Vs = H—=Y V) u—y 0 J7; =Y 0 1 -1
V3= A = |3|=| 1 [|=[4|+t] 0 [+ O |=A|1|+u| O |+r]|O
vy = U Vy H 0 U 0 0 1 0
(Vs = Y ) L v J o) Lvo) \r) 0 (o) 1)

ker(r) = L({(1,0,1,0,0), (-2,1,0,1,0), (0, — 1,0,0,1)})

Noétese que r(T) = 2 y que dim(ker(r)) = 3
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Sean los K-espacios vectoriales 7'y %'y la aplicacién lineal f: 7 - W

Imagendef: img(f)=f(7)={weW|IveT,f(v)=w}

Propiedades:

. 0eimg(f) (img(f)# D)
f(0)=0 = 0 € img(f)
Il.  img(f) C # es subespacio vectorial de #
img(f) = f(7") por ser la imagen de un subespacio vectorial de 7
lll.  fes sobreyectiva < img(f)=%
V. {vi,v,,--,v,} basede 77 = {f(v)), f(v,), -, f(v,)} es sistema de generadores de img(f)
weimg(f) = eV, v=ay + - +ay, Aw=FV) = w=flay, + - +ay,)=af)+ - +a,fO,)
= w e L{f(v), -, fv,)})

Corolario: dim(img(f)) < dim(?")

Definicion: Se denomina rango de la aplicacion lineal f, r(f) = dim(img(f))
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Ejemplo: Encontrar la imagen de la aplicacion lineal ¢ : R’ — R?, cuya matriz (respecto lab.c.)es T = (

Se trata de encontrar los vectores w = (w;, w,, w;) tales que 3v = (v}, v,, v3, V4, v5), (V) = w, es decir:

(v;)

1 11 1 1 Vo Wi
w=T-v=[01 0 =1 1]-|3]=|M

1 01 2 O

Wy 1 1 1 1 1
Wyl = V1 0 +V2 1 +V3 0 +V4 —1 +V5 1
W3 1 0 1 2 0

img(r) = L({(1,0,1),(1,1,0), (1,0,1), (1, = 1,2),(1,1,0)}) = col(T)

img(r) = L({(1,0,1),(1,1,0)})

1 11 1 1
Recuérdese que r <0 1 0 -1 1) = 2 y que sus dos primeras columnas son l.i.
1 01 2 0

dim(img(¢)) = r(T") = dim(col(T)) =2

Podemos expresar img(r) mediante un sistema de ecuaciones:

1 1 x 1 1 X 1 1 X
r{0 1 y =2 = |0 1 y - 10 1 y ﬁx—y—zzo
1 0 z 0 -1 z—x 0 0 z—x+y
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Teorema: Sean los K-espacios vectoriales 7'y %', con dim(7") = n, y la aplicacién lineal f: 7 - %

dim(ker(f)) + dim(img(f)) = dim(7")

Sea k = dim(ker(f)), k <n Elijamos una base de ker(f), By = {v;, vy, **+, v}

Completémosla con n — k vectores hasta obtener una base de 77, B, = {v}, vy, ***, Vis Vi1 =5 V)

Consideremos B = {f(vi, 1), =+, f(v,)}

weimg(f) = veZ v=ay + -+ + o Vg + o+ oay.w =) =f(av+ -+ v+ o vig + o Hay,) =
= f(v) + -+ o fV) + o fO) + o+ a,fv,) = o [ + - +a,f(v,) = weLB)

(es decir, B es sistema de generadores de img(f))

Ademas, si a1 f( ) + -+, f(v,) =0 = f(@ Vip1 + - +a,v,) =0 = o vy + - + a,y, € ker(f)
= G Vi Ty, =yt gy, = vt Ve — G Vi — =, =0 = o = =a,=0

(es decir, B es libre)

Por tanto B es base de img(f) y dim(img(f)) = n — k = dim(7") — dim(ker(f))
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Corolarios:

| dim(img(f)) < dim(7") dim(ker(f)) < dim(7")

. finyectiva & dim7 = r(f) = dim@img(f))

lIl.  finyectiva — dim(?") = dim(img(f)) < dim(%")
IV. fsobreyectiva = dim(%’) = dim(img(f)) < dim(%")

V. fbiyectiva — dim(7") = dim(%")

Corolario:
Sean los K-espacios vectoriales 7'y %', con dim(7") = dim(%’) = n, y la aplicacién lineal f: 7" — #'. Son equivalentes:
(@ f inyectiva
(b) f sobreyectiva
(c) f biyectiva
(d) ker(f)= {0}
(€) r(f)=n

) = (@ < ()

¢ (corll)

e) <= b)) < (o
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Notas (homenclatura):

Sean los K-espacios vectoriales 7'y %'y la aplicacionlineal f: 7 - W
« Se dice que f es un homomorfismo

- Si fes inyectiva se dice que es un monomorfismo

« Si fes sobreyectiva se dice que es un epimorfismo

« Si fes biyectiva se dice que es un isomorfismo

« Si 7" = W se dice que f es un endomorfismo

« Si7 =Wy f esbiyectiva se dice que es un automorfismo

137



Secciéon 4

Composicion de aplicaciones lineales

Composicion:

Siendo f e (7', %), g € L(W',X), lacomposicidon de ambases h=gof € (7, 2),Vv eV, h(v)=(g°f)Vv) =g(f(v))
Podemos comprobar que efectivamente g - f es una aplicacion lineal:

. Vx,y€7,@fHx+y) =g(fx +y) = g(fx) +f(y) = g(f(x) + g(f () = (g o fH)x) + (g > f))

. Vxe 7. Va e K(g-f)ax) =g(f(ax)) = glaf(x) = ag(f(x)) = a(g o f)(x)

y que siendo F'y G las matrices de fy g, respecto de bases fijadas de antemano, la matrizde h = g - fes:

H=G-F
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img(g)
img(f)
ker(gef) /
ker(g — img (gf)
0 e
I __________.‘——""
dim(ker(f)) + dim(img(f)) = dim(7") dim(ker(g)) + dim(img(g)) = dim(%") dim(ker(g o f)) + dim(img(g o f)) = dim(7")

img(f) C 7 = img(gef) Cimg(g) = r(gef) <r(g)
= 1(g of) < min(r(f),1(g))
" dim(ker(g) N img(f)) + dim(img(g = f)) = dim(img(f)) = (g *f) < r(f)
" Considerando g; : img(f) - &
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Producto escalar y ortogonalidad

Espacios euclideos

Ortogonalidad

Ortogonalizacion. Método de Gram-Schmidt
Proyecciones ortogonales.

Ejemplo: Series de Fourier
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Seccién 1

Productos escalares. Espacios euclideos

SeaZ unR—-¢e.v. (C—¢.v.)

Diremos que la aplicacion <-,- > 7 X7 - R (<-,->: 7 x7 — C) esun producto escalar
(producto hermitico) sobre 7 si verifica las siguientes propiedades:

l. Yu,ve? <u,v>=<v,u> (<u,v>="<v,u>)
. VaeR,Yu,ve? <au,v>=a<u,v> (Va € C,Yu,v € 7)
. VYu,v,we? <ut+tvw>=<uw>+<v,w>

V. VYue? u#x0 = <u,u>>0

Diremos también que (7, < -, - > ) es un Espacio euclideo (Espacio hermitico)
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PROPIEDADES

V. VaeRVuve? <u,av>=a<u,v> (Vae C,Vu,ve 7, <u,av>=a<u,v>)
VI. Yu,v,we? <uv+w>=<u,v>+<uw>
VII. Yue? <0u>=0
VIll. Yue? u=0=<u,u>=0
(<u,v, > o <u,v,.>) (b
1° V1 1 Ym 1
n m n m
< Un, Vi > < Uy, V, > b
IX. <Z“i”i’zbf"j>=z ab; <w,v;>=(4y dy v dy)- > SR Y e
=1 j=1 i=1 j=1 . . :
| < Up V> <V > \bm)
(b—\
< l/ll,vl > ce < M],Vm > 1
n m n m 7
_ < Uy, Vi > < UV, > b
=1 j:l =1 ]:1 ¢ ‘ ° .
<upvy> e <up v, > ) |5
m)
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EXPRESION ANALITICA (MATRIZ DE GRAM)

En espacios 7° de dimension finita, sean:

n n
una basede 7', B ={ee, -, ¢,} ydosvectores u= Z ue; Yy v= Z Vi€j
i=1 j=1

(<ee> - <ene,>) (v

SR~ <eye > o < eye, > V)
<u,v>=22uivj<ei,ej>=(u1 Uy == Uy) - . . :

:1 :1 * * °

= | <ewer> o <epe,> ) \ W

<e,e > - <e,e,> (v_l

R - <eype> o < eye,> v,
<u,v>=22uivl~<ei,e}->=(”1 Uy = Up) - i . '

.:1 .:1 © ° ° °

= <e,e > - <e,e > V.

El producto escalar o hermitico de dos vectores se puede escribir en funcion de sus coordenadas y de la matriz de Gram de la
base empleada:

<u,v>=ul-G-v <u,v>=ul-G-v
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EJEMPLOS

En R”
n
<u,v>=< U Uy = U) Vi Vo o V) >= Z WV; = Uy + Uyvy + -oou, v, = (U Uy oo Uy)
i=1
En C"
n
<u,yv>=x< (ul Uy == un), (Vl Vo e Vn) > = ”ivi = ulv_l + uzv_z + ...unv_n = (I/ll Uy == l/ln) .

b b
En C([a,b;R) <fig>=]| feg= [ f)g(x)dx

va

b b
En C([a,b];C) <f.g>= f§=[ fg()dx

va
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NORMA

SeaZunR—-e.v.oun C—ec.v.

Llamando K al cuerpo, diremos que la aplicaciéon || - || : 7 — R es una norma sobre 7 si verifica las siguientes propiedades:
. Yue? lull >0
. VYue? u=0 < |lul|=0

. VaeK,Yue?Z |aul||=]|al-||u|

V. Vu,ve? lu + V|| < |lull + ||vI| (desigualdad triangular)

Toda norma permite definir una distancia d:7 X7 — Rdemodo que Yu,v € 7',d(u,v) = ||lu—v||
Propiedades:

Vu,vywwe? Ldu,v)y>0 Ill.du,v)=0 < u=v ll.du,v)y=dv,u) WN.du,w)<du,v)+dv,w)

NORMA INDUCIDA

En un espacio euclideo o hermitico puede definirse la siguiente norma a partir del producto escalar / hermitico del espacio:

lull =~/ <u,u >
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que cumple ademas la siguiente propiedad (desigualdad de Schwarz):

Yu,v e 7 | <u,v>|<|ull ]|V (|<u,v>|2§<u,u>-<v,v>)

En el caso de espacios euclideos, puede escribirse:

<u,v>

Yu,v e 7 u,v#0 - —-1<——<
[|uel[ - (V]

lo que permite definir el angulo entre uy v (4,,, € [0,7]):

Graflica de cosix) en [O.x]

-0.5

<u,v>

oS4, =—-
- vl
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Seccidén 2

Ortogonalidad entre vectores y subespacios

En Geometria decimos que dos vectores son perpendiculares si el angulo entre ellos es recto

. r /2
Se verifica que Yu,ve? u,v;éO/\Au’v=E — <u,v>=0

Generalizando este concepto, definimos, en espacios euclideos y hermiticos:

Dos vectores u,v € 7" son ortogonales <= < u,v > =0

Propiedades:
|. 0 es ortogonal a todos los vectores Vue? <0u>=0
ll.  Solamente 0 es ortogonal a si mismo <u,u>=0 = u=0

. 7 . L] . 4 ]t
lll.  En un espacio euclideo, si dos vectores son ortogonales, o bien uno es nulo o bien forman un angulo de 5

<uv>=0 — (u=OVv=0V(u7é0/\v#0/\Au,v=§))
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Sea 7" un espacio euclideo o hermitico. Considerando los conjuntos V, W c 7"y el vector u € 7" definimos:

uesortogonalaV < vVveV,<uv>=0

VesortogonalaW < VveV,Vwe W, <v,w>=0

En el caso de que V, W C 7" sean subespacios vectoriales de 7, con bases By, = {v|,v,, -, v,} ¥ By = {w, w,, .-, w, } respectiva-
mente, se verifica:

uesortogonalaV < Vie {l,-.,n},<u,v,>=0

Vesortogonala W < Vie {1,-,n},Vje {1,-,m}, <v, w; > = 0
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SISTEMAS ORTOGONALES
Un conjunto finito o numerable de vectores S = {u, u,, -, u,, ---} €s un sistema ortogonal de vectores si

Propiedades:

l. S = {uy,u,,---,u,, -} sistema ortogonal AO & S = S es libre

n n
Il. S ={u,u,, -, u,} sistema ortogonal —= || Z wl|* = Z ;]| (teorema generalizado de Pitagoras)
i=1 i=1

Llamamos sistema ortonormal de vectores a un sistema ortogonal de vectores que ademas verifique:

Vie {(Lom) [lu]]=1

Propiedad:
l. A partir de todo sistema ortogonal de vectores que no incluya a 0 podemos construir uno ortonomal

n

u u u
S = {u;,up, -, u,, -} €s ortogonal AOZS = T = { L2 . } es ortonormal
Nl Nuall ™ Nl
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Seccidon 3

Meétodo de ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Sea S = {u,u,, -, u,, ---} un conjunto libre, finito o numerable de vectores de 7
Llamemos L, = L({u,, u,, -+, u;}) al subespacio generado por los k primeros vectores de S

Construyamos el conjunto T = {e;, e5, -+, ¢,, -=-} de manera que:

* 61 =u1
<l/l2,€1 >
o & =Uy— €1
<el,el >
<uye > < us,e >
o €3 = U3 — €~ €
< €1, € > < 62,€2>
ol < u,e >
.ek=uk—z e
<ei,ei> :

i=1
se verifica que:
l. L, = L({uy, uy, -, }) = L({e, 5, -+, ¢ }) = L
Il. e, esortogonalalL,

. 0¢T

V. T ={e, e, -, e, -} €s un sistema ortogonal de vectores
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(Se vera después que ¢, = u; — PLik_l(uk), siendo PLik(v) la proyeccion ortogonal de v sobre el subespacio L,)

BASES ORTOGONALES

Sea 7 un espacio euclideo o hermitico de dimensién finita n
Sea By, = {u,uy, -+, u,} unabasede 7 (7" = L({u, uy, -+, u,}) =L,)

Aplicando el procedimiento de Gram-Schmidt obtenemos By, = {e;, e,, -+, ¢,}, sistema ortogonal (y libre)
de vectores, con L, = L({e;, ey, -, e,}) =L, =7

= B, es base (ortogonal) de 7

(en todo espacio euclideo o hermitico de dimension finita existen bases ortogonales)

La matriz del cambio de base de By, = {¢},e,, ", ¢,} @ By = {uy,uy, -+, u,} €8

( | <y e > <u, ;e > <u,e > )
<ep,e > <ep, e > <ep,e >
0 | o <upe> <u,, e, >
<€2,€2> <€2,€2>
0 O 1 < un’en—l >
< €p_1,€p-1 >
00 0 )
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PRODUCTO ESCALAR EN BASES ORTOGONALES

Sea B, = {e,e,, -+, ¢,} Una base ortonormal de 7" (espacio euclideo / hermitico)

n n
u=2uieieW v=2vjej67
i=1 j=1

Se verifica:

n

n n n n n
<uvs=<Yue z =Y Yum<ags=Yuy  <uvs=< Y ue 2 =Y Yur <> =Y um
i=1

i=1 j=1 i=1 i=1 i=1 j=I i=1

Es decir:
(VI\
%)
<u,v>=U Uy - U)-| |
y
V—]\
V)
<u,v>= U Uy - Uy)-| .
V

(La matriz de Gram para bases ortonormales es la identidad)
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COORDENADAS EN BASES ORTOGONALES

Sea B, = {e,,e,, -, €,} una base ortogonal / ortonormal de 7'y u,v € 7

n

u= Zuiel- - vVjie{l,--,n}, < u,;>=1u<e,e> Vie{l,-,n}, < u,e > = U
i=1
Luego:
N < u,e > !
u:z—ei M=Z<M,ei>el' (T)
. <€i,€i> .
i=1 i=1
Se verifica:
N <u,e;><v,e> !
<u,v>=2 <u,v>=z<u,ei><v,el-> (1)
<el-,e,-> .
i=1
o <u,e;> <v,e >
<u,v>zz <uv>—z<ue> <v,e. > (1)
. <e,e >
i=1
Y por tanto:
s N I <ue> | L )
lul? =) =Y | <u.e> " (f)
: <ei,ei> .
1= =1
R |<u,e~>|2 R 5
lull? =) = | <we> 1 (1)
o <ee> P

(1) Férmulas de Parseval
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Secciéon 4

Proyecciones ortogonales

Sea 7" un espacio euclideo / hermitico de dimensién finita y U c Z” un subespacio vectorial de 7
Llamamos subespacio ortogonal (complemento ortogonal) de U

Ut={weZ/VuelU, <wu>=0)

Propiedades:

|.  U*' es subespacio vectorial de 7

. UnU+={0}

. =uve U+ (y dim(?") = dim(U) + dim(U%1))

V. Ywe?Z,3lue ,AuteUtv=u+ut A u € U le llamamos proyeccion ortogonal de v sobre U
(y ut e U' es la proyeccion ortogonal de v sobre U+)

V. UbHr=U
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CALCULO DE LA PROYECION ORTOGONAL

Dada una base del subespacio U ¢ 7', B;, = {u;,u,, -, u,}, la proyeccion ortogonal sobre U de v € 7" sera
n
i=1

n
Como v — Z au; € U ha de ser ortogonal a U, se verifica:
i=1

n
Vie{l,--,n} <v-— Z au, u; > =0 (sistema de n ecuaciones y n incognitas a;)
i=1

Si la base del subespacio U c 7', B, = {e;,e,, -, ¢,}, €s ortogonal / ortonormal, para cualquier v € 7” su proyeccion ortogonal so-
bre U es:

o <v,e > -
u= ) —————e, u=2<ve~>e~

1
—1 < €, €; >
Podemos definir la aplicacion p;; : 7 — U que asigne a cada v € 7° su proyeccién ortogonal u
Propiedades:

. pi eslineal
Il.  pg esidempotente Py e P =Dp;

. Im(pH)=U A Ker(pj) = Ut
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MEJOR APROXIMACION

Siendo plL,(v) la proyeccion ortogonal sobre U de v € 7” se verifica
Vw € Ullv — pgmIl < [lv —wl|

siendo por tanto p{(v) el elemento de U mas cercano a v de todos los w de U
#(v) es la mejor aproximacion a v en U)

Propiedades:
LI = llall® + v = wll? (V11> = g + g IIP)

Il.  Siendo By, = {e;,e,, -+, €,} una base ortogonal de U

Lol <v, e > | nol<ve > |
Y <P @) veU = Z i )
. <ei,el‘> . <ei’ei>
=1 =1

lll.  Siendo By, = {e;,e,, -+, €,} Una base ortonormal de U
n n
2 2

Dl<veg>P<IvI> () veU = Y [<ve>=b* ()

i=1 i=1
(1) Primera desigualdad de Bessel

(1) Identidad de Parseval
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Seccidon 5

Ejemplo: Series de Fourier

Sea 7 un espacio euclideo / hermitico de dimension no finita
El sistema S = {u, uy, -+, u,,--} C 7 eslibre < VneN,S, = {u,u,, -, u,} es libre
El sistema S = {u, uy, -~ ,u,,--} C 7' esligado < 3In €N, S, = {u;,u,,---,u,} es ligado
Encontraremos ejemplos de espacios de dimension no finita en los espacios funcionales
« C([a, b]; K) de las funciones reales o complejas de variable real continuas
« CT([a, b]; K) de las funciones reales o complejas de variable real continuas a trozos

« R,([a, b]; K) de las funciones reales o complejas de variable real, continuas a trozos en (a, b) y de cuadrado integrable’ en

la, b]
b b
Caso K=R f:la,b] > R Producto escalar <f,g>= J fg = J f(x)gx)dx
b b
Caso K=C f:la,b] - C Producto hermitico <fg>= J fzg = J f(x)gCx)dx

En los casos CT([a, b]; K) y R,([a, b]; K) es necesario considerar como iguales funciones que lo son en casi todo punto (pero no
en todos) para que puedan considerarse estos productos escalares / hermiticos

b b b
1 Existencia de J f2(x)dx en el caso real y de J | f(x) |2dx = J R(Fx)* + S(f(x))’dx en el complejo

a
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PROYECCION ORTOGONAL

Sea 7 un espacio euclideo / hermitico de dimension no finitay U c 7 un subespacio vectorial de 7
Llamamos subespacio ortogonal’ de U

Ulz{wEW/VueU,<w,u>=O}

Propiedades:

l. Ut es subespacio vectorial de 7

. UcwhHt

. Un U= {0}

IV. No tiene porqué existir la proyeccion ortogonal de un vector v € 7" sobre U

V. Si U es de dimensidn finita, con base B, = {e,, ¢,, -+, ¢,} ortogonal / ortonormal, si esta garantizada la existencia de la proyec-
cion ortogonal Vv € 7

N o < V,e > . <
py(v) = Z —¢; py(v) = 2 <v,e > e
im1 < €€ > o1

T El término complemento ortogonal esta reservado para el caso de espacios 7 de dimension finita
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MEJOR APROXIMACION
Sea S = {e,e,, -, ¢,, -} Un sistema ortogonal / ortonormal del espacio euclideo / hermitico 7

Consideremos v € 7" y los subespacios U, = L({e;,e,, **, €,})

n
_ _ ., <v,e > o
En cada uno de ellos, la mejor aproximacion es pp(v) = Z — ¢ pp(v) = Z < v,e; > everificandose:
" <e,e > "
i=1 P i=1

| <v,e; > | c 2
Z < [vl? D l<ve> P <vIP
i—1 i=1

l’l

considerando m > n (U, D U, ) se verifica: (suma de términos no negativos acotada)

| <V, ¢ - <ve>| ) \ R v 2 2
Z <> < vl Dl<vie>P< Y [<vg> "<yl
<e,e > €;, €;

=1 i=1 i=1 i=1

El (cuadrado del) error cometido es, en cada caso:

2
O | |

2 m n
<v,e > | <v,e > |
Iv]|* - - < |v|I* - - IVIZ= ) [ <ve,> P <|VIP= ) | <v,e> |
< > < > : :
> =i ' i=1 i=1

i=1 b i=1 b

Por tanto al considerar mas vectores de S, obtenemos mejores aproximaciones, con menos error (en norma)

Las mejores aproximaciones p;; (v) forman una sucesiéon de Cauchy
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2 n

o | <v,e > | _ |<v,ei>|2 = 5 R 5
Llamando: 2 = lim Z | <v,e;>|"= lim Z | <v,e; > |
‘ <e,e > n—oo 4 <e,e > : n—oo 4
i=1 i=1 i=1 i=1
. & | <v.e> | ) S : > -
Se verifica: 2 < |l Z | <v,e;> |7 < ||V (desigualdad de Bessel)
< el', el > .
i=1 i=1
. | < v, ei > I .
y lim =0 lim|<v,e;>|=0
I—00 ||€l|| [— 00

El (cuadrado del) error en norma cometido con la sucesidon de mejores aproximaciones converge a:

& | <v,e > | = 5
2=y ’ W2 = Y I <v.e> |
i=1

i1 < €;,€; >

SERIE DE FOURIER
S = {e, e, -, €,, -} Un sistema ortogonal /ortonormal del espacio euclideo / hermitico 7

Definimos Serie de Fourier asociadaacadav € 77

- <Vv,e > >
VNZ—ei v~z<v,el->el-
<e,e > =

i=1 b

y representa el limite al que convergen las mejores aproximaciones

¢/ Representara a v su Serie de Fourier?
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PERIODICIDAD

Una funcién f : R — K se dice periddica de periodo T si verifica Vx € R, f(x) = f(x + T)

Propiedad: f:R - K periodicade periodo T — Vx e R, Vk e Z,f(x) =f(x +kT)

(es también periddica de periodo kT)

Llamamos periodo fundamental 7,, al menor T > 0 que verifique Vx € R, f(x) = f(x + T)

1 2
Llamamos frecuencia de fav = X y pulsacion de fa w = i

0 Ty

o+T T
Propiedad:  f: R — K periddica de periodo T — Va € R,J fx)dx = J fx)dx = J
a 0

Las funciones del sistema trigonométrico son periddicas

1 (cualquier periodo) sin x, cOS x (T, = 2x) sin nx, cos nx

Las funciones del sistema de exponenciales complejas son periddicas
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1| . Vd . 21 . . .
¢/9% = 1 (cualquier periodo) k#0 = FHT) = o/kx2a = pikx (T, = 7)
: : , : 2 , .
Si realizamos el cambio de variables X =wt= 7t obtenemos las funciones periodicas

. 27 , 2
sin wt, cos wt Ty =— sinnwt,cosnwt | Ty = —
w nw

ik (t4+22) ikt 27 ikt 27

k#0 = /) = /MM = ¢/ (T0=k—)
Q)

y
/

l.‘

sin(2n/ 19%x)

sin(x )]
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EXTENSION PERIODICA

Dada funcién 1 : [a, b] = K, f(a) = f(b), definimos su extension periddica de periodo T = b — a, a la funcién

7:R =K que Vx € R, f(x) = f(x — r;a‘n

que es periédica de periodo T = b — a y verifica Vx € [a, b], f(x) = f(x)

0

0

Extension peridédica de f
Funcion original |
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SISTEMA TRIGONOMETRICO

En espacios reales en [—z, 7], el sistema trigonométrico {1, sinnx,cosnx},.y €S ortogonal

Para comprobarlo, emplearemos las siguientes relaciones trigonométricas

i b) = si b in b
s%n(a +5) s%n 4 cosb A cosa s¥n —> sinacosb = l(sin(a — b) + sin(a + b))
sin(a — b) = sina cosb — cosa sinb 2

cos(a + b) = cosa cosb — sina sin b} cosacosb = %(cos(a — b) + cos(a + b))

cos(a — b) = cosacosb + sina sinb singsinb = %(cos(a — b) — cos(a + b))

T

Y que Vk e Z — {O},[ sin kxdx =J coskx =0

-7

Consideraremos los productos escalares entre todos los pares de vectores

T T
<1,sinnx>=J sinnxdx =0 <1,cosnx>=J cosnxdx =0
— -
o T n
< sinnx,cosmx > = sinnx cosmxdx = —J (sin(n — m)x + sin(n + m)x)dx =0
J—r 2 -7
r T 1 T
<sinnx,sinmx > = sinnx sinmxdx = EJ' (cos(n — m)x — cos(n + m)x)dx =0
J_r -

T 1 T
< COSNX,CoOSmx > = [ cosnxcosmxdx = EJ (cos(n —m)x + cos(n + m)x)dx =0
T -
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Las normas son:

T
<1,1>=J ldx =21 11| = /2%

, , T 5 T 1—=cos2nx ,
<sinnx,sinnx > = sin“nxdx = dx =r | sinnx|| = \/J_Z'
b/ v/ 2
d " 1+ cos2nx
< COSnx,cosnx > = J cos’ nxdx = [ 5 dx =rn || cosnx|| = \/;
-7 -7

_ 1 SINNX COSNX
Por tanto el sistema es ortonormal

YRR N

: : . . T T
En espacios reales de funciones definidas en el intervalo [—5,5], [O,T] (o en general [a,a + T)

2n , :
y llamando o = - el sistema {1,sinnwt,cosnwt},.n €S ortogonal

5 T
Por ejemplo: < sin nwt,cos mwt > = [ sin nwt cos mwtdt = —J sinnx cosmxdx =0
T (0))
I x

(realizando el cambio x = wt, dx = wdt)

Puede comprobarse que en los demas productos escalares el resultado es similar
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Las normas son:

ST

<1,1>=J ldt =T 11 =+/T

I
2

T T

) ) z 27 |1 —cos2nwt T ) T
< sinnwt, sin nwt > = sin” nwtdt = dt = — | sin nwt|| =4/ —
o T 2 2 2

2 2

T T
2 5 2 1+ cos2nwt T T
< cosnwt,cosnwt > = cos“ nwtdt = > dt = 7 || cos nwt|| = )

[~
[~

SERIE DE FOURIER TRIGONOMETRICA

Dado f € L*([—x, 7];R)

o0

ao .
fx) ~ >t nz:; (a,cosnx + b, sinnx)

Siendo:
a < 1> 1 ("
Yo _ J) _ F)dx
2 <1L,1> 2z)_,
< , > 1 ("
a, = @), cosnx = — f(x)cosnxdx
< cosnx,cosnx > /4

J—rm
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La identidad de Parseval queda:

, T T
Dadofe L ([—5,5];R)

Ya que

< , SI > 1 (" ,
b, = @), sinnx =—J f(x)sinnxdx

<sinnx,sinnx > T

2 00 T
dg 2, 12 1J 2
— + E as+ b: =— x)dx
2 ~ n n o _ﬂf()

2 00 2 2 ﬂ
& <ve > 1 n bn
SIS e o g Ly 3 O, =Lf2(X)dx

im1 <el~,€,-> T - T T

o0

a
f@) ~ 70 + Z (an cosnwt + b, sin na)t)
n=1

f(t)dt a, = —r f(t)cos nwtdt b == r
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2 00 2 (2
40 + Z a’+b? = _J FA(t)dt (identidad de Parseval)
2 n=1 T

2~

SISTEMA DE EXPONENCIALES COMPLEJAS

En espacios complejos en [—z, ], el sistema de exponenciales complejas {e/**}, ., es ortogonal

Consideraremos los productos hermiticos entre todos los pares de vectores

T

ej(k—l)x]ziﬂ =0 (k + l)

T
< ek el > = J el*xellxdx = J
—7T

-t

elkxeilx gy = [ el*=Dxgy = [ :
_,, Jtk=1)

Las normas son:

T T
< e/kx gikx 5 — [ ek e rd x = J
-

-

ek e kX x = ‘ ldx =2r Vk € Z,||e/|| =+/2x

e Jkx

Por tanto el sistema { } es ortonormal
keZ

2r
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T T
En espacios complejos de funciones definidas en el intervalo [—5,51, [O,T] (o en general [a,a + T)

2r _ :
y llamando o = - el sistema {e/**'},_, es ortogonal

I

. . 2 . —_ 1 T g
< e]ka)t’ e]la)t > = J e]ka)tejla)tdt — _J e]kxejlxdx =0
T w —r

(realizando el cambio x = wt, dx = wdh)

Puede comprobarse que en los demas productos escalares el resultado es similar

Las normas son
I I

) 2

2~

< ejka)t, ejka)t > = J

I
2

(SIS
(SIS

fes par = {
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Vk € Z,||e/|| = /T

a,==[" f(x) cosnxdx Vn€NU (0}
b,=0 VneN



0 (6 0]
f(x) ~ oy + 2 a, CosSnx

n=1

8

(enf e I]_Z([—g,g]; R), f(H) ~ % + ’; a, cos nwt)

es impar — P :
f P {bn — %Io f(x) sinnxdx Vn €N

f(x) = Z b, sin nx
n=1

enfe [L%[-%,%];R), (0 ~ Z b, sin nwi)

n=1
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Analisis espectral: autovalores, autovectores

€

Autovalores y autovectores de un endomorfismo

€

Subespacios propios

€

Diagonalizacion de endomorfismos y matrices
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Seccién 1

Autovalores y autovectores de un endomorfismo

Sean 7 un K -e.v. y f la aplicacién lineal (endomorfismo) f: 7 — 7

El subespacio vectorial 7' C 7 se dice invariante respecto de fsi f(#') C W (esdecihve? = f(veW

Ejemplos:
{0}, 7, ker(f) e img(f) son subespacios invariantes de cualquier endomorfismo f: 7" - 7"
Si r : R® = R’ representa una rotacion de angulo a (0 < a < 27) en R? con respecto al eje Z, son invariantes el plano XYy el eje Z

Sip : R? - R? representa la proyeccién ortogonal de R? sobre el plano XY, son invariantes, el plano XV, el eje Z, cualquier plano
que contenga al eje Z y cualquier recta contenida en el plano XY que pase por el origen

Propiedades:

. %, % C 7 invariantes — % + % invariante y % n % invariante
UEUNWEW — u+weU+W = fu+w)=fu)+fw)eU+wW
UEUNT — ueUNueW = fWeUNfWEW = fM)EUNW

. W CV ANdm(W')=1AW invariante A f(x) =ix = Vye X, f(y) =2y

W =L({e}) = x=x¢ = e, = xl_lx == y =y = ylxl_lx — f(y) = ylxl_lf(x) = ylxl_lxlx = Ay
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Definiciones:
Sean 7 un K -e.v. y f la aplicacion lineal (endomorfismo) f: 7 — 7
v € 7,v # 0 es un vector propio, vector caracteristico o autovector de f si existe 1 € K tal que f(v) = v,

llamandose a 4 € K valor propio, valor caracteristico o autovalor de f correspondiente al vector v

Propiedades:
. ve7,v#0esautovectorde f con autovalor A e K = Vw € L({v}),w # 0,f(w) = Aw y L({v}) es invariante
. 1€Kesautovalordef = S, ={v € 7, f(v) = Av}' es un subespacio vectorial invariante de 7

0es, = S,#0

vwweS = fo+w)=fW+fWw)=v+iw=Av+w) = v+weS,

veS, = flav)=af(v) =alv =Alav) = av €,

vesS, = f(v)=4Av el

Se denomina subespacio propio, o autoespacio, correspondiente al autovalor 1a S, = {v € 7/, f(v) = Av}

Ejemplo: D : C*(R,R) - C®(R,R), que D(f(x)) = f'(x). f(x) = e** es autovector de D asociado al autovalor 1 € R

S, incluye a 0, ademas de a los autovectores asociados a A
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Sean 7 un K -e.v. y f la aplicacién lineal (endomorfismo) f: 7 — 7

Sidim?7 =nyB = {v,,v,--,v,} €s una base formada por autovectores (f(v,) = 4v),
( A 0 0 \
la matriz de f respecto a B es diagonal F = 0 /1:2 0
0 0 - 4
Definicion:
f: 7 — 7 es diagonalizable = Existe una base de 7" respecto de la cual la matriz de f es diagonal
FeM,,, esdiagonalizable = La aplicacion lineal f : K" - K" que tiene a F como matriz es diagonalizable
Proposicion:
f: 7 — 7 es diagonalizable = Existe una base de 7" formada por autovectores
Proposicion:
FeM,,, esdiagonalizable = IPeM,, (K), P! F- P es diagonal (lamandose a P matriz de paso)

Considere P la matriz del cambio de base a la base formada por autovectores

Respecto de esta base de autovectores, la matriz de fes P~ - F . P, diagonal por ser respecto de una base de autovectores
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Proposicion:
Vectores propios del endomorfismo f: 7" — 7" correspondientes a valores propios distintos son linealmente independientes
Sean 4, 4,, ---, 4, autovalores distintos de fy v, v,, :-+, v, autovectores asociados (f(v;) = 4,v)). Inductivamente:
{v,} es libre
vy, oyt libre y apvy +av, + -+ v + o vip =0 = A (o +apva + - + vy + 4 Viy ) =0
afvp) +ayf(vy) + -+ o f(vi) + a1 f(ip) =0 = adivy + apdovy + - + v + 1 Ai Vi = 0 =
(A = v F (g = Ay + -+ (4 =)y =0 = agy=ay ==, =0 = o, =0

{Vl, V2, ctcy, Vk, Vk+1} |Ibl’e

Corolario:

dm(?7)=nyf: 7 — 7 tiene n autovalores distintos = — fes diagonalizable
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Calculo de los autovalores y autovectores:

Sean 7' un K -e.v. y f la aplicacion lineal (endomorfismo) f: 7 — 7°. Si A € K es un autovalor y v € 7 un autovector asociado

{ r(f— Aigy) < n

fO)=v &= fV)—-lv=0 = (f—-1iy)(v) =0 < v € ker(f — Ain)

Si dim(7") = n y la matriz de frespecto a ciertabase Bes F e M (K), y siendo V € K" las coordenadas de un autovectorv € 7

nxn

r(F—Al)<n — |F-11,|=0

F-V= F-V=AV=0 F-V—AI,-V=0 F—-11)-V=0
V=1V < = n = ( ) = {(F—Mn)-V=O

Notese que el subespacio propio asociado al autovalor A € K, S, = {v € 7/, f(v) = Av} es S, = ker(f — 1is,)
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Definiciones:

Polinomio caracteristico de una matriz F e M, (K), p(A) = |F = AL, | = (=1)"A" + an_lﬂ”‘l + -+ ad+ag

Ecuacion caracteristica de una matriz Fe M, (K), p() = |F—11,| =0 < (=1Y'A"+a, A" '+ +aA+ay;=0

Proposicion:

Dos matrices F, F' € M, (K) del endomorfismo f : 7" — 7" respecto de dos bases B, B’ tienen el mismo polinomio caracteristico
(y por tanto, los mismos autovalores)

P e M,

K, F =PV F.P = |F=Al|=|P'-F-P-2P7' I -P|=|P'-(F=21)-P|=|P Y- |F=Al,|-|P|=|F—-Al|

Polinomio caracteristico y ecuacion caracteristica de un endomorfismo. los de una cualquiera de sus matrices

Proposicion:

/A € K es autovalor del endomorfismo f <= 1 es raiz del polinomio caracteristico de f (0 solucion de su ecuacion caracteristica)
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Si K = R, el polinomio caracteristico tiene como mucho r raices

Si K = C, el polinomio caracteristico tiene exactamente n raices (pudiendo ser multiples)

Seap(l) = (=1y'A"+a, A" '+ - + a;A + a,. Supongamos que sus raices son A, A,, -+, A,

Podemos escribir p(1) = (= 1)"(A — A)™(A — A)"2---(A = A)™ i(A)', conm; + m, + - +m < n

Definiciones:

m; es la multiplicidad algebraica del autovalor /,

r; = dim(S, ) es la multiplicidad geométrica del autovalor 4 (representa el maximo numero de autovectores l.i. asociados a /1j)
J

Propiedades (sin demostracion):

L 1<r<m

. k<r+r+--+rn<m+my+-+m=<n

. El ndmero maximo de autovectores de f linealmente independientes es r; + r, + --- + 1,
V. m+--+m=nAVje {1,---,k},mj =r, < fdiagonalizable

J

"i(2) es un polinomio irreducible en K. Enelcasode K = C, i(A) = 1 y m; + m, + -+ + m, =n
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